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OCENA
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data

Po wykonaniu sprawozd

ania wypetnij ponizszy Arkusz Samokontroli

sprawdzajgc czy wszystkie wymagane czynnosci zostaty wykonane wpisujgc znak x w odpowiednie kwadraty.

1. Dane informacyjne

[] czy na karcie
tytutowej znajduja sie:

a. dane wykonawcy,

b. numer grupy,

c. tytut Ewiczenia
laboratoryjnego,
data wykonania
sprawozdania,

. oraz czy wszystkie
strony sg
ponumerowane.

d.

2. Kompletnos$¢ sprawozdania

[] czy sprawozdanie zawiera:
a. wstep teoretyczny z celem éwiczenia
i krotkim opisem zagadnienia fizycznego,
ktérego dotyczy ¢éwiczenie,

. karte pomiarowg z podpisem prowadzacego,

. obliczenia opatrzone wyjasniajgcym opisem,

. komplet ponumerowanych i opatrzonych
petnym tytutem wykresow i tabel,

. opisy wykonania wszystkich polecen
wymienionych w pkt. 4 instrukcji do
¢wiczenia (Opracowanie wynikow
pomiaréw).

3. Poprawnos¢ obliczen

[l czy w sprawozdaniu:

a. podano przyktady obliczen wraz
z rachunkiem jednostek,

b. wstawione do wzoru liczby sprowadzono do
tych samych jednostek (np. m, s, itp.),

€. wyznaczono wszystkie wymagane
niepewnosci obliczonych wielkosci,
w tym skfadowe niepewnosci ztozonych,

d. podano wynik i jego niepewnosci dbajgc
o wihasciwg liczbe cyfr znaczacych.

4. Poprawnos¢ wykresow

[] czy wykresy:

a. wykonano na papierze milimetrowym,

b. skale osi dobrano tak, aby wykres wypetniat
wiekszos¢ obszaru arkusza,

opisano osie wraz z jednostkami

np. okres T [s], dtugos¢ wahadta L [cm],
naniesiono punkty pomiarowe i ich niepew-
nosci jesli sg widoczne w skali rysunku,
dokonano aproksymacji wynikow krzywg (ale nie
linig tamang), a dla prostej podano jej rownanie.

5. Poprawnosé¢ tabel

[

a.

C.
d.

e.

czy w tabelach:

dane pomiarowe opatrzone sg mianem
(jednostkg) — w nagtéwkach kolumn,
wiasciwie okreslono liczbe cyfr znaczacych
dla danych zawartych w tabelach.

6. Podsumowanie

b.

czy w podsumowaniuh:

. podano wynik kohcowy wraz z jego niepewnoscig
z wlasciwg liczbg cyfr znaczacych i jednostka,

. oceniono wptyw rodzaju btedéw pomiarowych
na wynik kohcowy,

. zawarto wnioski dotyczgce przebiegu i oceny

pomiaréw (np. poréwnanie z literaturg).
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Tabela pomiarowa do wariantu rzutu kostkami

Zmienna
losowa -
e Po kazdym rzucie Liczba
| oczekzg|  Wstawic™I" we wynikéw
kostek | Wiasciwym wierszu n;
X;
1 6
2 7
3 8
4 9
> 10
6 11
7 12
8 13
9 14
10 15
11 16
12 17
13 18
14 19
15 20
16 21
17 22
18 23
19 24
20 25
21 26
22 27
23 28
24 29
25 30
26 31
27 32
28 33
29 34
30 35
31 36

Data i podpis 0SODY PrOWAAZGCE] . ..uviniint ittt e e e e e e e e e e e
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BADANIE ROZKLADU NORMALNEGO

1. Opis teoretyczny

Rozktad normalny, ktéry czesto jest nazywany rozkladem Gaussa, jest rozkladem prawdopodobienstwa

bedacym podstawg rozwazan statystycznych w fizyce oraz w wielu innych dziedzinach.

Rozktad ten jest przyblizeniem bardziej ogélnego rozktadu dwumianowego, ktory jest rozwigzaniem
nastepujacego zagadnienia. Danych jest N statystycznie niezaleznych zdarzen. Przypusémy, ze kazde z nich ma
okreslone prawdopodobienstwo p, a zatem prawdopodobienstwo, ze zdarzenie to nie zachodzi, wynosi q=1 —p.
Ile wyniesie prawdopodobienstwo P(n), ze zajdzie n spo$rod N takich zdarzen? Na pytanie to mozna
odpowiedzie¢ korzystajac z rozktadu dwumianowego 0 postaci:

— n ,N-n
P(n) = oo n),p q Q)

Wzér ten jest uniwersalny, umozliwiajacy obliczanie prawdopodobienstwa zdarzen z réznych dziedzin
nauki, techniki, jak tez roznorakich proceséw losowych. Mozna z niego korzysta¢ przy rzutach monetami,
sze$ciennymi kostkami w grach liczbowych, jak réwniez przy orientacji spindw lub okreslaniu liczby czasteczek

gazu doskonalego.

Wzor (1) przestaje jednak by¢ wygodny gdy N jest duze, poniewaz wymaga to obliczen silni duzych liczb.
Wowczas mozna zastosowac aproksymacje, dzigki ktorej wyrazenie (1) przyjmuje prosta postac. Mozliwosé
takiej aproksymacji polega na tym, ze dla duzych N prawdopodobienstwo P(n) wykazuje ostre i1 waskie
maksimum wokot wartosci n réwnej jej wartosci sSredniej. W metrologii ocena niepewnos$ci pomiarowej typu A
dotyczy okreslenia niepewnos$ci dla pomiardw obarczonych btgdami przypadkowymi. Z jednego pomiaru nie
mozna wnioskowa¢ o jego doktadno$ci. Dlatego konieczne jest wykonanie serii n bezposrednich pomiarow
wielkos$ci fizycznej x, poprzez wielokrotne, niezalezne powtorzenie rozpatrywanego pomiaru. Wyniki x;, x2,
X3, v xn, gdzie N jest iloScig powtorzen pomiaru w serii, beda r6zni¢ si¢ losowo. Mozna traktowac¢ jako N
realizacji zmiennej losowej o wartosci oczekiwanej x, (utozsamianej z wartoscig rzeczywista) oraz odchyleniu
standardowym o i stosowa¢ standardowe rezultaty teorii btedow. Warto$¢ rzeczywista jest nieznana, ale w
wigkszosci przypadkow dla serii pomiardw najlepszym oszacowaniem mierzonej wartosci jest $rednia

arytmetyczna:

1y
X == Xi=1% )
Jest to podstawowe twierdzenie teorii pomiarow tzw. pierwszy postulat Gaussa. Wynika ono z faktu rdwnosci
prawdopodobienstw zawyzenia jak 1 zanizenia wielko$ci mierzonej. Tym samym bledy powinny kompensowaé
si¢. Przy skonczonej ilosci pomiaréw w serii moze jednak wystapi¢ nierownomiernie roztozenie wynikoéw wokot

wartosci rzeczywistej. Tym samym warto§¢ $rednia X jest jedynie bliska wielkoSci rzeczywistej xg,
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ale jej nie rowna. Zblizenie to jest tym lepsze im dluzsza jest seria pomiarowa. ROwnos¢ X = xp wystepuje tylko

dla nieskonczenie duzych serii pomiarow, praktycznie niemozliwej do wykonania.

Odpowiednie przeksztatcenie zaleznosci (1) prowadzi do nastepujacego wzoru na funkcje prawdopodobienstwa
zwang jako rozktad Gaussa lub rozktad normalny:

_ (x=x1)?

1 Sl A
e 202 (3)

oV21

gdzie parametr ¢, zwany w statystyce odchyleniem standardowym, okresla rozktad wynikow pomiaréw wokot

P(x) =

wartos$ci $redniej.

W serii wyniki pomiaréw rozktadaja si¢ wokot wartosci $redniej zgodnie z opisang wzorem (2) krzywa
Gaussa. Aby si¢ o tym przekona¢ nalezy zakres pomiarowy podzieli¢ na przedziaty o rownej szerokosci Ax i
obliczy¢ n; - ile pomiaréw z serii miesci si¢ w kazdym z nich (rys. 1). Punkty eksperymentalnie otrzymanego
histogramu niejednokrotnie znacznie odbiegaja od teoretycznej krzywej Gaussa, poniewaz ilo$¢ powtdrzen N nie
jest wystarczajaco duza. W celu wygtadzenie eksperymentalnej krzywej stosuje si¢ metode Simpsona polegajaca
na otrzymaniu nowych wartosci n;s na podstawie eksperymentalnych wartosci #; dla trzech sasiednich punktow

pomiarowych ze wzoru:
nis — 0,25(1’11'-1 + 21’1,’ + I’l,‘+1) (4)

Przez punkty nis przeprowadzamy krzywa, ktora jest krzywa eksperymentalng i ja mozna poréwnacé do

teoretycznej krzywej Gaussa, biorgc pod uwage, ze

P(x;) =2 5)

Obwiednia dzwonowa poprowadzona pomi¢dzy punktami wyznaczonymi metodg Simpsona (patrz rys. 1) jest
pewnym wyidealizowaniem, pokazuje wyglad rozktadu normalnego, gdyby byt funkcja ciagta (dla N = o). Taka
postac tatwiej poddaje si¢ analizie matematycznej 1 dlatego jest czgsto stosowana, ale nie nalezy zapominac, ze

realny rozktad normalny ma strukture ziarnistg (dyskretng).

Ksztalt krzywej Gaussa, zwanej rowniez krzywa dzwonowa, bardzo silnie zalezy od wartosci odchylenia
standardowego ©. Na rys.2 pokazano przebiegi krzywej Gaussa dla kilku réznych warto$ci odchylenia
standardowego. Dla matych odchylen standardowych krzywa jest bardzo stroma i odchylenia od warto$ci
oczekiwanej sg bardzo mate. Im wigksze odchylenie standardowe tym krzywa jest bardziej ptaska. Nalezy
pamigtaé, ze pole powierzchni pod krzywa Gaussa jest zawsze jednakowe 1 réwne prawdopodobienstwu
catkowitemu czyli jedno$ci. Zauwazmy, ze na krzywej Gaussa mozna wyrdzni¢ obszary o przeciwnie
skierowanej krzywiznie (rys. 1). W okolicy maksimum krzywa jest wypukta, a daleko poza maksimum wklgsta.
Obszary o przeciwnej krzywiznie sg oddzielone punktami przegi¢cia, odpowiadaja im na osi odcigtych punkty

X— 0 orazx + o.



CWICZENIE 1
Zalecany jest wydruk dwustronny: Karta Tytutowa — Karta Pomiarowa statystyczne opracowanie wynikéw

60

=]
50 ?
punkt / | \ punkt
przegiecia : /" przegiecia
40 il | L
N I /
| Y
4
=30 /( | |
I I [‘\
| | | \ (
| ' | \
20 |
| I |
| I |
I I |
10 | | |
I I
| | |
| | |
0 I | |

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
X-G X  X+G X

Rys. 1. Rozktad pomiaréw w serii wokot wartosci sredniej x jest rozktadem Gaussa.

Czerwone punkty wyznaczono metoda Simpsona.

0,25
0,2

0,15

P(x)

0,1

0,05

0 10 20 30 sz

Rys. 2. Przebieg krzywej ciggtego rozktadu normalnego w zaleznosci od odchylenia standardowego.
Im wigksze jest odchylenie standardowe, tym krzywa jest szersza i bardziej sptaszczona.
Pole pod kazda krzywa jest takie same i rowne jednosci.
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Poniewaz rozktad Gaussa opisuje zjawisko probabilistyczne mozna okresli¢ jedynie prawdopodobienstwo
znalezienia si¢ dowolnego wyniku pomiaru x; (i = 1, 2, 3....N) w okreSlonym przedziale warto$ci (x4, xgz) . I tak:
1. w przedziale (X — g, X + o) miesci si¢ 68,26% wynikoéw z serii,
2. w przedziale (X — 20, X + 20) miesci si¢ 95,45% wynikow z serii,

3. wprzedziale (X — 30, X + 30) miesci si¢ 99,73% wynikow z serii.

Prawdopodobienstwo, ze dany wynik pomiaru z serii pomiarowej znajdzie si¢ w przedziale (X — g, x + o)
wynosi zatem 0,683. Prawdopodobienstwo, z jakim w zadanym przedziale znajdzie si¢ dowolny pomiar z serii

nosi nazw¢ poziomu ufnosci, a przedzial nazwe przedzialu ufnosci.

W interpretacji graficznej prawdopodobienstwu znalezienia wyniku pomiaru w odpowiednim przedziale
odpowiada pole pod krzywa Gaussa odcigte tym przedzialem przy zatozeniu, ze pole pod calg krzywa rowna si¢
jeden (rys. 3). Jest to warunek normujacy funkcje, gdyz prawdopodobienstwo uzyskania dowolnego n wynosi

jeden (prawdopodobienstwo catkowite).

Analiza ksztattu krzywej Gaussa prowadzi do wniosku, ze wybor przedzialu (X — g, X + a) jako okreslajacego
rozrzut wynikow pomiarow wokot wartosci $redniej jest najbardziej optymalny, co wynika z faktu, ze jest on
wyznaczony przez punkty przegi¢cia krzywej. Podniesienie poziomu ufnosci jest mozliwe przez poszerzenie
przedziatu ufnosci np. do (X — 30, X + 30), gdyz pola pod krzywa w przedziatach oddalonych od $redniej i

dalej niz o 6 wnoszg maty wktad do poziomu ufnosci (krzywa Gaussa na tych obszarach jest wklgsta).
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Rys. 3. Interpretacja graficzna przedziatow ufnosci i poziomdw ufnosci p.
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Mozna réwniez odchylenie standardowe wyznaczy¢ na podstawie wzoru (3) opisujacego funkcje Gaussa.

Logarytmujac obie strony tego rOwnania otrzymujemy:

n L IG5 Y . _ (x-®)?
In (P(x)) = In [=exp (— E25)] = In—=+n [exp (- 2] ©)
—_ 1 52 1
ln(P(x)) = =53 (x—%)*+1In - (7)
Otrzymali$my rownanie prostej y=ax+b, gdzie:
y=In(P(x)), x=(x-%?% a= —%, b=1In Ulzn

a poniewaz P(x) jest proporcjonalne do n;s to rowniez In[n;s] w funkcji (x — X)? bedzie prosta o tym samym
wspotczynniku kierunkowym a. Znajomosci wspotczynnika kierunkowego @ umozliwia wyznaczenie odchylenia

standardowego o:

o= |—— @®)

Odchylenie standardowe ¢ w teorii pomiarOw przyjmuje si¢ za miar¢ rozrzutu wynikOw pomiaru

i definiuje si¢ jako niepewno$¢ standardowa pojedynczego pomiaru, ktorg oblicza si¢ przy pomocy wyrazenia:

N 0%
ulx) =s = [T ©)

Wystepujacy w wyrazeniu czynnik (N — 1) mozna uzasadni¢ faktem, ze poniewaz czg$¢ informacji zawartej
W Serii X7,X2,X3, ....... xy zostala wykorzystana do okre§lenia wartosci $redniej X, usrednianie zwigzane|
z odchyleniem standardowym nastepuje z mniejszg liczba punktow swobody 1 stad dzielenie przez (N — 1)
zamiast przez N. Nie nalezy tez rozumie¢ tej wielkosci jako niepewnosci ,,tylko jednego pomiaru” gdyz do jej
uzyskania potrzebna jest znajomos$¢ serii N warto$ci. Odchylenie standardowe (wzér 9) oraz warto$¢ Srednia

(wzor 1) s parametrami rozktadu Gaussa (wzor 2) i §cisle okreslaja jego przebieg.

Dla wartosci Sredniej X uznawanej za wynik serii N pomiarow jako niepewnos$¢ standardowg wartoSci

sredniej przyjmuje si¢ odchylenie standardowe warto$ci $redniej Sg:

T, (=02 u(x)

N(N-1) VN (10)

u(x) =sg =

Warto$¢ niepewnosci standardowej wartoéci $redniej jest VN razy mniejsza od niepewnosci standardowej
pojedynczego pomiaru. Wartosci niepewnos$ci standardowych u(x) lub u(x), cho¢ wyznaczone przy pomocy
jednoznacznych wzorow sa rowne wartosciom odchylenia standardowego pojedynczego pomiaru oraz
odchylenia standardowego wartosci Sredniej tylko w granicy dla nieskonczonej ilosci pomiaréw. Dla
skonczonej liczby pomiarow niepewno$¢ pomiaru jest okreslona ze skonczong doktadnoscig. Przyjmuje sig, ze

doktadno$ci wyznaczenie niepewnosci standardowej jako odchylenia standardowego niepewnosci pojedynczego
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pomiaru sg rzedu: 5 pomiaréw - 30%, 10 pomiarow - 20%, 30 pomiaréw - 10%. Wykonywanie wigkszej ilosci
pomiardw nie jest optacalne, poniewaz dokladnos¢ wyznaczenia niepewnosci do$¢ powoli zwigksza si¢ ze

wzrostem N ilo$ci pomiardw.

Reasumujac wykonanie serii N pomiarow umozliwia:
1. oszacowanie niepewnosci spowodowanych bledami przypadkowymi,
2. zwigkszenie doktadno$¢ wyznaczenia niepewnosci,

3. wielko$¢ s nie jest parametrem rozktadu normalnego, ale jest z nim zwigzana.

Wykonanie niewielkiej liczby 2 lub 3 pomiarow mozna przyja¢ jako sprawdzian powtarzalnosci,
za wynik pomiaru nalezy wowczas przyjac Srednig (jak w metodzie A). Dla oceny niepewnosci pomiaru stosowaé

ocene typu B, czyli uwzgledni¢ wiedzg i do§wiadczenie eksperymentatora.

Trzeba podkreslié, ze same parametry rozktadu normalnego (X, s) nie daja pelnej informacji statystyczne;.

Taka informacja jest jedynie wykres rozktadu w postaci dyskretnej (tzw. histogram) lub w postaci ciagle;j.

Parametry rozktadu normalnego mozna wyznaczy¢ nastepujagcymi sposobami:
srednia X na bazie wzoru (1) lub z wykresu rozktadu normalnego - jako miejsce potozenia jego maksimum;

odchylenie standardowe ¢ na bazie wzoru (8), (9) lub z wykresu rozktadu normalnego okreslajac potozenie

punktow przegigcia.
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2. Opis ukiadu pomiarowego

W sklad zestawu pomiarowego wchodza:

1. sze$¢ kostek do gier losowych

Podstawowym celem ¢wiczenia jest:
1. sprawdzenie, czy rozklad liczby wynikéw uzyskania danej sumy oczek polega rozktadowi Gaussa;

2. wyznaczenie parametréw rozktadu Gaussa.

3. Przebieg pomiaréw

1.Rzuci¢ jednoczes$nie szeScioma kostkami do gry.
2. Policzy¢ uzyskang sume oczek.
3. W zaleznosci od uzyskanej sumy postawi¢ kreske w odpowiednim wierszu karty pomiaréw.

Po wykonaniu 100 rzutow zsumowac kreski i uzyskang wartos¢ wpisa¢ w kolumnie liczba wynikow.
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statystyczne opracowanie wynikéw

4. Opracowanie wynikéw pomiaréw

1. Wyznaczy¢ wartos$¢ srednig serii N=100 pomiarow ($rednig wyrzucang liczbe oczek) korzystajac ze wzoru:

N 31
1 1
R
i=1 i=1

Uwaga: W pierwszej sumie jest sumowanie po wszystkich zdarzeniach — jaki wynik uzyskali$my w kazdym
rzucie, w drugiej sumie sumujemy po przedziatach (mozliwych wynikach sumy oczek z 6 kostek) stad
musimy uwzgledni¢ ile zdarzen zaszto w tym przedziale (ile razy wypadt dany wynik).

2. Narysowac¢ schodkowy histogram rozktadu dwumiennego zaleznosci liczby wynikow n; od numeru

przedziatu x; wykorzystujac wszystkie pomiary. Szeroko$¢ przedziatu przyjac rowna 1.

3. Stosujac zalezno$¢ Simpsona n;s = 0,25(n:.; + 2n; + ni+1) wyznaczy¢ punkty pomocnicze 1 zapisa¢ ich

warto$ci w ponizszej tabeli.

Przedziat Liczba wynikow Przedziat Liczba wynikéw
Xi n; Nis Xi n; Nis
6 21
7 22
8 23
9 24
10 25
11 26
12 27
13 28
14 29
15 30
16 31
17 32
18 33
19 34
20 35
X X X 36

4. Nanie$¢ na wykresie schodkowym punkty pomocnicze wyznaczone metoda Simpsona n;s. Narysowac ciagta
krzywa rozktadu normalnego starajac si¢, aby tyle samo punktéw wyznaczonych metodg Simpsona znalazto

si¢ pod krzywa, co i nad krzywa (patrz rys. 1).

5. Wypehi¢ tabelg wybierajac 5 wartosci x; po prawej stronie maksimum krzywej i 5 po lewej w poblizu

punktow przegiecia oraz odpowiadajace im warto$ci 7;s.

z lewej strony maximum

Z prawej strony maximum

X; (x; — %)?

Inn;g

Xi

(x; — %)*

Inn;g
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6. Narysowa¢ proste In(n;g) = f[ (x; — ¥)?] dla punktéw lezacych po prawej oraz po lewej stronie maximum..
Wspotczynniki prostych wyznaczy¢ metodg najmniejszych kwadratow Gaussa.

7. Wyznaczy¢ o - odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru (z doktadnoscia do 0,1):

a) metoda punktéw przegiecia jako odlegltos¢ punktow przegigcia dzielona przez 2;

b) stosujac wzor i przyjmujac, ze xi =6, 7, ........ , 36 jest mozliwg sumg oczek z szesciu kostek:
) 31 ny(x; — )2 n (6 —%)2+n,(7—%)%2+ .. 4+n3,(36 — x)2
(N-1) (N-1)

¢) wyznaczy¢ z wykresu tangensy kata nachylenia prostych z pkt 6 do osi x (wspoétczynniki kierunkowe a)
i obliczy¢ o1 1 Op oraz ich warto$¢ §rednig. Wykorzysta¢ do tego wzor (8) z Opisu teoretycznego.

8. Wyznaczy¢ $rednig z trzech otrzymanych powyzej wartosci odchylenia standardowego odpowiednio ja
zaokraglajac pamigtajac, ze w ¢wiczeniu majg sens catkowite ilosci przedzialow.

9. Obliczy¢ liczby wynikéw rzutéw w granicach przedziatéw ufnosci podanych w ponizszej tabeli.

Poziom Granice [lo$¢ wynikow

ufnosci przedziatu ufnosci bezwzgledna wzgledna
0,682 X +o
0,954 XF20
0,997 x ¥30
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*Dodatek dla chetnych (Entropia)
B. Entropia

Teoria

Rozpatrzmy rzut moneta. Z prawdopodobienstwem %2 (50%) wypadnie orzet (O) albo reszka (R). Sa to tzw.
mikrostany.

Rozparzmy teraz rzut dwiema monetami. Oto jakie moga by¢ mikrostany w tym wypadku:

00, OR, RO, RR.

Otrzymalismy 4 mikrostany, a prawdopodobienstwo wystgpienia kazdego z nich wynosi % (25%). Tak jest, jezeli
jestesmy w stanie rozr6zni¢ monety, tzn na ktérej wypadt orzet, a na ktdrej reszka. Jezeli natomiast nie jesteSmy w
stanie rozrézni¢ monet, to widzimy tylko uktady

(W1)  orzet-orzet (OO)
(W.)  orzet-reszka (dwa mikrostany: ORiRO),
(Ws)  reszka-reszka (RR).

To sg makrostany i jest ich tylko 3. O ile prawdopodobienstwo wystgpienia kazdego mikrostanu jest takie samo
1/4, to makrostandw juz nie. Dla pierwszego i ostatniego prawdopodobienstwo wynosi %, ale juz Srodkowego
wynosi 2, bo sktada sie zdwdch mikrostanéw po Y.

Wida¢ stad, ze wypadniecie jednego orta i jednej reszki jest najbardziej prawdopodobne.
Oznaczmy literg Wi ile jest mikrostanéw w danym makrostanie. Otrzymamy wéwczas:
W1 =1, W2=2, W3=1

Rzut dwiema kosémi. Minimalna liczba sumy oczek to 2 a maksymalna 12

Tabela ponizej przedstawia mikro- i makrostany

Makrostan ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| 11
suma oczek 3 4 5 6 7 8 9 10| 11| 12
1(1(2]1)1(3|1|4|1|5]|1|6|2|6|3|6(4|6]|5(6(6]|6
1 2(21213(2]|4|2|5(3]|5|4|5]|5|5(6]|5
3(113|2(3(3|3|4(4]|4|5(4|6]|4
41114(2]14)13(5[|3]6](3
5(1]15|2(6]2
mikrostany 61
Wi 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
Prawdopodo-
bienstwo 1/36|2/36 | 3/36|4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
Tab. 1

Jak wida¢, srodkowy makrostan Ws sktada sie z 6 mikrostandow (Ws= 6) i jest najbardziej prawdopodobny.

2+12
Srodkowemu makrostanowi i=6 odpowiada $rednia ilo$¢ oczek na kosciach ( " 7)

ENTROPIA

Statystyczny wzdér Boltzmanna okreslajacy entropie S uktadu:
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S=k-nW,;, gdzie k — stata Boltzmanna (1.1)

Jak widaé¢ z Tab. 1, najwieksze prawdopodobienstwo zdarzenia jest dla najwiekszego W, a wiec i dla najwiekszej
entropii (1.1). Rzut ko$émi, czy monetami jest procesem i jak wida¢ z powyzszego, procesy przebiegaja (sa
najbardziej prawdopodobne) w kierunku najwiekszej entropii. Jest to jedno z podstawowych praw przyrody i jest to
jedno z okreslen Il zasady termodynamiki.

Dla 2 kosci, prawdopodobienstwa miedzy makrostanami tak bardzo sie nie réznig. Réznica ta gwattownie
wzrasta wraz z liczbg kosci (elementdéw procesu). Dla przyktadu, gdybym wziagt stéj i wsypat najpierw 50 kulek
czarnych, a nastepnie na wierzch 50 kulek biatych (w sumie 100 elementdéw), wéwczas byty by one utozone w
stanie pierwotnym, W=1 a entropia S=0. Ale jezeli zaczne potrzgsac stojem i one zaczng sie mieszac (zajdzie
proces — bedg miaty swobode ruchu), wéwczas dla makrostanu o idealnie wymieszanych kulkach czarnych z
biatymi, W bedzie o wiele rzedéw wieksze. Dla stanu wymieszania kulek entropia S jest nieporéwnanie wieksza niz
dla stanu pierwotnego utozenia. Kazdy z pewnoscig spotkat sie z tym zjawiskiem w zyciu codziennym. Chcac
wymieszaé rézne produkty, potrzagsamy naczyniem w ktérym sie znajdujg, aby da¢ im swobode przemieszczania
sie. Im dtuzej potrzasamy, tym produkty sa lepiej wymieszane. Stan uporzadkowania, w wyniku procesow
samorzutnych, dazy do nieuporzadkowania, czyli chaosu (Wszechs$wiat dgzy do chaosu - entropia we
Wszechswiecie rosnie). Zamek zbudowany z pisaku z czasem staje sie kupka piasku; szklanka z gorgcg herbatg
pozostawiona na dtuzej, z czasem przyjmuje temperature otoczenia; zapach perfum w jednym miejscu, z czasem
rozchodzi sie po catym pomieszczeniu. Mozna te zjawiska opisywac i innymi prawami, ale jest to ciggle przejaw Il
zasady termodynamiki, podobnie jak wszedzie obowigzuje zasada zachowania energii.

Prawa termodynamiki dotycza duzej liczby elementéw. O ile dla 2 kosci, czy 2 monet,
prawdopodobienstwa réznych makrostanéw nie réznig sie az tak bardzo, to np. dlailosci czgstek w jednym molu
(6,0221*10%%) prawdopodobienstwo zaj$cia procesu o najwiekszej entropii jest tak duze, ze mozemy moéwic¢ o
pewnosci. Gdyby nawet choéby 1000 czgstek zachowato sie inaczej, to przy 10% jest to kompletnie nieistotne.

Wréémy jednak do éwiczenia, czyli rzutu 6 kosci. Minimalna suma oczek, jaka moze na nich wypasé to 6
(szes¢ jedynek), a maksymalna to 36 (sze$¢ szdstek). Na podstawie wczesniejszych analiz dla 2 ko$ci, mozna
przewidzieé, ze najbardziej prawdopodobna suma oczek bedzie w $rodku przedziatu, czyli

6+ 36
2

6 kosci nie jest to duza liczba elementéw, wiec prawdopodobienstwo wypadniecia innej sumy nie jest
takie mate. Ale my tymi kosémi rzucamy 100 razy, wiec to jest rownowazne rzutowi 600 kosci. Przy tej liczbie
kosci, najbardziej prawdopodobna bedzie suma oczek:

600+3600
AO:T=21OO (1.2)

Zatdézmy, ze na sali rzuca kosémi 10 oséb, wéwczas sumarycznie daje to jednorazowy rzut 600x10 = 6000 kosémi.
Najbardziej prawdopodobna suma oczek z wszystkich rzutéw wszystkich studentéw wyniesie:

6000 + 36000

= 21000
2

Ogdlny wzér dla dowolnej liczby studentéw bedzie wygladat nastepujaco:

500+3600 ., ,, = 5 i
By = 6% X ilo$¢ studentow = 2100 X ilos¢ studentow (1.3)
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Obliczenia

B1. Na podstawie tabeli pomiarowej oblicz sume wszystkich oczek w 100 rzutach

a nastepnie oblicz procentowa réznice pomiedzy twoim pomiarem a wartoscig oczekiwang (1.2)

A
Ax:u-mO%
Ap

B2. Zsumuj liczbe oczek A wszystkich studentéw z twojej grupy

liczba studentéw

B = Z Ai

i=1

Oblicz procentowa réznice dla pomiaru sumy wszystkich oczek wszystkich studentéw B a wartoscig oczekiwanag
Bo (1.3)

|B — Byl
Ay = —2.100%
By

Whioski
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5. Podsumowanie

Zestawienie:

1) Zapisa¢ zgodnie z regulami prezentacji wynikow: warto$¢ $rednig i jej odchylenie standardowe

uzyskane z wykresu oraz uzyskane z obliczen.

Analiza:
2) Przedyskutowac¢ podobienstwa i roznice analizowanych parametrow, wyciaggna¢ wnioski.
3) Oceni¢, czy uzyskane wyniki polegaja rozkladowi Gaussa.

4) Porownac uzyskane poziomy ufnosci dla zadanych przedziatéw ufnosci z warto$ciami typowymi dla

rozktadu Gaussa.
5) Oceni¢ czy krzywa rozktadu jest symetryczna.

6) Wyciagna¢ wnioski pod katem wystgpowania btedow grubych, systematycznych i przypadkowych

oraz ich przyczyn.

Synteza:
7) Podac cele ¢wiczenia 1 wyjasnic, czy zostaty osiagnigte.

8) Zaproponowac dziatania zmierzajace do podniesienia doktadno$ci wykonywanych pomiarow.



CWICZENIE 1
Zalecany jest wydruk dwustronny: Karta Tytutowa — Karta Pomiarowa statystyczne opracowanie wynikéw

6. Przykladowe pytania kontrolne

1. Omowié, co opisuje rozktad dwumienny i jakie parametry posiada?
. Omowi¢, co opisuje rozktad normalny i jakie parametry posiada?
. Jakie sg podobienstwa i roznice mi¢dzy rozktadami: dwumiennym, normalnym i Gaussa?
. W jakich przypadkach mozemy stosowac rozktad Gaussa?

. Jakie s3 podobienstwa i r6znice migdzy $rednig arytmetyczng i $§rednig geometryczng?

2

3

4

5

6. Jakie s3 podobienstwa i r6znice mig¢dzy niepewnoscig standardowa i odchyleniem standardowym?

7. Poda¢ wzor oraz definicje niepewnosci standardowej warto$ci $redniej.

8. Poda¢ wzér oraz definicj¢ oraz niepewnosci standardowej pojedynczego pomiaru.

9. Poda¢ wzoér oraz definicje wartosci $rednie;.

10. Oméwic jak wyznaczane s3 pomocnicze punkty metoda Simpsona?

11. Dlaczego do przeprowadzenia krzywej przyblizajacej przebieg funkcji rozktadu Gaussa wyznaczamy
punkty pomocnicze metodg Simpsona?

12. Co trzeba sprawdzi¢ by wnioskowac, ze dana proba podlega rozktadowi Gaussa?

13. Omowi¢, w jaki sposob doboru elementdéw z catej populacji, ktore sg poddane badaniu, wptywa na wynik?

14. Oméwié, co przedstawia rozklad Gaussa i jakie parametry mozna z niego odczytac?

15. Czym jest przestrzen zdarzen elementarnych i1 zdarzenie elementarne w tym ¢wiczeniu?

16. Czym jest przestrzen zdarzen losowych i1 zdarzenie losowe w tym ¢wiczeniu?

17. Omoéwié, jaka jest matematyczno-statystyczna interpretacja krzywej Gaussa?

18. Poda¢ wzory krzywej rozktadu Gaussa i jej parametrow?

19. Wyjasni¢, co oznacza symbol ¢ 1 jaki ma zwigzek z wykresem Gaussa i pomiarami?

20. Podac¢, jaki poziom ufnosci jest przypisany przedzialom ufnosci: (x+ o), (x£20) oraz (x+30).

21. Poda¢, jakim przedziatom ufnosci (x+...6) odpowiadaja prawdopodobienstwa: 68,26%, 95,45% oraz

99,73%.

22. Omowic jak zmienia si¢ ksztalt krzywej Gaussa wraz ze zmiang wartosci odchylenia standardowego oraz

wartos$ci $rednie;j.

23. Czy istnieja dwie rozne krzywe Gaussa, ktére maja tg samg wartos¢ $rednia i tg sama warto$¢ odchylenia

standardowego?

24. Podaj wzor na rozktad normalny. Omoéw ksztalt wykresu rozktadu normalnego w zaleznosci od wzgledne;j

wielkos$ci odchylenia standardowego. Czym jest odchylenie standardowe w rachunku btedéw?

25. Jak obliczy¢ prawdopodobienstwo zajscia pojedynczego zdarzenia w przedziale (a,b) ?

Co jest warunkiem normalizacyjnym?

27. Co przedstawia rozktad Gaussa? Narysuj krzywa Gaussa 1 oznacz jej parametry oraz przedzialy ufnosci.

28. Co to jest niepewnos$¢ standardowa? Jakie sg metody wyznaczania niepewnosci standardowej pomiaréw

bezposrednich i posrednich. Podaj przyktad do kazdej z metod.



