Rozdzial 6

RUCH DRGAJACY I FALOWY

6.1. Ruch drgajacy harmoniczny
Ruch w przyrodzie jest zjawiskiem powszechnym. Wszystkie obserwowane w
przyrodzie ruchy dzielimy na dwie klasy:

- oscylacje (tzw. drgania) — gdy poruszajacy si¢ obiekt pozostaje w poblizu ustalonego
miejsca — punktu rownowagi. Przyktady takich drgan to: cigzarek na sprezynie, wahadio
matematyczne, ruch elektrondw w atomach, ruch fotonow migdzy zwierciadtami lasera;

- fale — gdy obserwowane zjawisko (poruszajacy si¢ obiekt) przemieszcza si¢ w przestrzeni:
np. fale morskie, ruch elektronéow w lampie kineskopowej, ruch odksztatcenia biegnacego
wzdhuz napigtej liny.

Ruchem drgajacym, lub wprost drganiami nazywamy dowolne zjawisko fizyczne

(kazdy ruch lub zmiang stanu) charakteryzujace si¢ powtarzalno$cia w czasie wielko$ci

fizycznej A(t) opisujacej ten proces.
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v

Rys.6.1. Ruch drgajacy okresowy
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Ze wzgledu na opisujacy ,,drgajacy” parametr A(t) drgania mozemy podzieli¢ na:

- mechaniczne: zmieniaja si¢ wspolrzedne opisujace potozenie ciata;

- elektryczne: zmienia si¢ np. napigcie U(t) lub fadunek Q(t) na kondensatorze obwodu
RLC;

- elektromagnetyczne: drgaja pola elektryczne i magnetyczne. Zmieniaja si¢ wektory
E(t) i B(t)opisujace te pola.

Wsrdd szerokiej klasy drgan mozemy wyrdzni¢ drgania harmoniczne.
Drgania harmoniczne to takie drgania, w ktorych wielko$¢ charakteryzujaca dany uktad

zmienia si¢ z czasem sinusoidalnie lub cosinusoidalnie.

A(t)=A, cos(ot +¢,) (6.1)
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Rys.6.2. Wykres przedstawia drgania harmoniczne z faza poczatkowa ¢, r6zna od zera,

amplituda A, i okresem T.

Drgania harmoniczne charakteryzuje:
1. okresowos¢; tzn. istnieje taki odstep czasu T, ze dla dowolnego czasu t zachodzi:
Alt)=A(t+T)
T — nazywamy okresem drgan;
2. stato$¢ maksymalnego ,,wychylenia” A, zwanego amplitudg drgan;

3. Statos¢ okresu T.

: 1 . . . .
Skoro T=const, to wielko$¢ v =¥ okresla liczbg drganh w ciagu jednostki czasu.

Wielko$¢ v nosi nazwg czgstosci drgan i spetnia zwiazki

-2 (6.2)

1
vV=—
T 2=

gdzie: o = 2?75 to czgsto$¢ katowa lub pulsacja drgan.
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Czestos¢ v mierzymy w hercach 1Hz =1 s7h
Argument funkcji cosinus (lub sinus)
(p(t) =ot+ @, (6.3)
w wyrazeniu (6.1) nazywamy faza drgan, a wielko$¢ ¢, = const faza poczatkowa.
Jezeli chcemy opisa¢ matematycznie drgania to musimy podac:
- postac funkcji A(t) albo
- rownanie matematyczna — zwane rownaniem ruchu, z ktérego funkcja A(t) moze by¢

obliczona.

6.2. Predkosé i przyspieszenie punktu drgajacego
Pamigtamy, ze
predkos¢ ruchu ciata v wyrazamy

AS ds
v= lim —=

=— zas
At—0 At dt

przyspieszenie ruchu ciala a ma postaé:
Av dv  d’s
a=lim —=—=—+1
At—0 At dt g2
zatem dla dowolnej wielkosci A(t) predko$¢ punktu drgajacego otrzymujemy, rézniczkujac

funkcje (6.1) wzgledem czasu

A .
U=C11—t=—A00)s1n(oot+(pO) (6.4)
Rézniczkujac ponownie te zalezno$¢ wzgledem czasu, znajdujemy przyspieszenie
a:(jl—l::—Aomz cos((ot+(po) (6.5)

Porownujac wzory (6.5) 1 (6.1) widzimy, ze przyspieszenie jest proporcjonalne do wychylenia
a=-w’A(t) (6.6)
Jak wida¢ wzor (6.6) jest w zgodzie z wiadomos$ciami wyniesionymi uprzednio (ze szkoty
s$redniej), gdzie definiujac ruch harmoniczny méwiono, ze jest to taki ruch, w ktorym sita F(t)
dziatajaca na uktad drgajacy jest wprost proporcjonalna do wychylenia i przeciwnie do tego
wychylenia skierowana
F(t) =m-a= —manA(t)

Drgania harmoniczne opisane rownaniem (6.1) mozna takze wyrazi¢ w postaci
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A(t)= Asin(ot + ¢ )

T
przy czym @1 =¢q + 5

6.3. Drgania swobodne

Niech na sprezynie bedzie zaczepiona masa m, tak jak na rys.6.3.

Rys.6.3. Mechaniczny oscylator

harmoniczny

SF=F,

Gdy wychylamy ciato o masie m z polozenia rownowagi x = 0 0 X to zgodnie z definicjg sity
sprezystej na uklad dziata sita Fg:
F; =—kx (6.7)

Sita sprezystosci Fy jest proporcjonalna do wychylenia x i przeciwnie do niego skierowana.
Wspotczynnik proporcjonalnosci k nazywany jest zwykle wspotczynnikiem sprezystosci lub
stala sitowa sprezyny. Wspolczynnik sprezystosci (|k| =F/ x) mowi nam jaka sila jest
potrzebna do wydtuzenia sprezyny o jednostke dhugosci i ma wymiar [N/m].
Zgodnie z 11 zasada dynamiki Newtona:

2F=ma

dla oscylatora harmonicznego mozemy zapisac:
d%x
-kx=m- —
dt
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czyli

2
d”x =_ k X (6.8)
dt?  m
Oznaczajac formalnie
k_ 0,2 (6.9)
m
(6.8) przyjmie postac:
2
d—;z—mozx (6.10)
dt

Roéwnanie (6.10) nosi nazwe rownania ruchu drgan swobodnych punktu materialnego. Jest to
rownanie rozniczkowe rz¢du drugiego jednorodne.
Aby znalez¢ funkcje x(t) opisujaca drgania oscylatora swobodnego nalezy rozwigzac
rownanie (6.10).
Na podstawie rozwazan prowadzonych w podrozdziale 6.1. postulujemy, ze funkcja typu
x(t)= A, cos(wt + ¢, ) (6.11)

winna by¢ rozwigzaniem rownania ruchu (6.10).
Podstawiajac (6.11) i wyrazenie (6.12)

dZ—X:—mon cos(ot + ¢, ) (6.12)
dt?

obliczone z (6.11) do réwnania (6.10) otrzymujemy:
—w2A0 cos((ot+(p0)=—(002A0 cos(ot + ¢, ) (6.13)
Widzimy, ze rowno$¢ (6.13) zachodzi jezeli

0=0,

0y = \/E 6.14)
m

jest czestotliwoscia kotowa drgan wiasnych uktadu.

gdzie

Jezeli znamy stala sitowg k sprezyny i mas¢ m ciata zawieszonego na tej sprezynie, to
mozemy obliczy¢ o, (okres T) drgan wiasnych uktadu. Drgania swobodne (wtasne) sa zatem
drganiami harmonicznymi opisanymi funkcja

x(t)=A, cos(oyt + @) (6.15)
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Punkt materialny wykonujacy drgania harmoniczne opisane (6.15) nosi nazwg oscylatora
harmonicznego niettumionego.

Amplituda A, i faza poczatkowa ¢, drgan swobodnych (wtasnych) zaleza od sposobu
pobudzania uktadu drgan.

Drgania swobodne wykonuja tez wahadla matematyczne i fizyczne. Drgania
swobodne nie musza by¢ wylacznie mechaniczne, np. w obwodzie elektrycznym zlozonym z
indukcyjnosci L 1 pojemnosci C wystepuja drgania (swobodne) elektryczne.

Jezeli w réwnaniu (6.10) zastapimy x(t) przez A(t) to uzyskamy uogolnione rownanie
ruchu drgan swobodnych w postaci:

diA —0y2A (6.16)
dt?
Obliczmy teraz calkowita energi¢ mechaniczna E drgajacego harmonicznie punktu

materialnego.

Energia kinetyczna Ey wyrazi si¢ wzorem:

v2 1 dx 2
Ex=m—=—m| — | , gdzie x=A_ coslo,t+
k 5 o (dt} g 0 ( ) (Po)
1 .
Ey =Emw02A02 s1n2((oot+(p0) (6.17)

Energia kinetyczna zmienia si¢ od zera dla najwigkszego wychylenia x i osiaga warto$¢

maksymalng Ey . = % m(;)OZAO2 dla wychylenia x = 0.

Energi¢ potencjalna E, drgajacego punktu obliczamy, wyznaczajac energig
potencjalng rozciagnigtej sprezyny. Energia potencjalna zgromadzona w rozciagnigtej
sprezynie roéwna si¢ pracy W wlozonej przy rozciaganiu tej sprezyny.

X

X X 1 2
W = [ - Fydx = [— (- kx)dx = [kxdx = = kx
0 0 0 2

. 1 .
Czyli E, =W =Ekx2 , gdzie x = A cos(@yt + ¢, )

E, =%1{A02 cosz(ooot +,)

Ale pamigtamy (patrz (6.14)), ze

/k
Oy =4]—3 k:moao2
m
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Wtedy

E, :%mmoonz cosz(m0t+(p0) (6.18)

Calkowita energia mechaniczna E jest rowna

E=Ex +E, = %mwOZAO2 [sinz(ooot + )+ cosz(wot + (po)]

E:%mwoonz (6.19)

Widzimy zatem, ze w ruchu harmonicznym energia potencjalna i kinetyczna punktu
wykonujacego drganie zmieniaja si¢ w taki sposob, ze ich suma pozostaje stata. Jest to
zgodne z zasada zachowania energii mechanicznej, gdyz w przypadku drgan swobodnych
straty energii mechanicznej nie wystepuja.

Na rysunku 6.4 pokazano zalezno$¢ x(t), v(t), a(t), Ei(t) 1 E,(t) drgan swobodnych.
Zwroémy uwagg, ze wykres v(t) jest przesunigty w stosunku do wykresu x(t) o n/4; to samo
dotyczy wykresu a(t) w stosunku do wykresu v(t). Mowimy, ze migdzy predkoscia a
wychyleniem oraz migdzy przyspieszeniem a predkoscia wystgpuje przesunigcie fazowe

rowne m/4.

G
o
)—]
(98]
<
~
N
v

L Rys.6.4. Zalezno$¢ x(t), v(t), a(t), Ex(t) 1
| /\ / E,(t) w ruchu harmonicznym z zerowa

faza poczatkowa (o= 0)
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6.4. Drgania tlumione

Jezeli drgania ciata odbywaja si¢ w osrodku materialnym (np. w gazie, cieczy), to
wskutek wystgpowania sity oporu osrodka, ktéra bedziemy nazywac sita ttumiaca, drgania
beda zanikaé. Niezaleznie od natury osrodka sita ttumiaca F; jest proporcjonalna do predkosci
v ciata drgajacego (jesli predkos¢ ta jest niewielka). Zatem

dx
F, =—f— 6.20
t " (6.20)

Wspdtczynnik proporcjonalnosci f nazywa si¢ wspotczynnikiem oporu osrodka. Znak minus
w powyzszym wzorze uwzglednia fakt, ze sila Ft jest zawsze skierowana przeciwnie do

kierunku ruchu (kierunku predkosci).

Uwzgledniajac dziatanie sity (6.20)

mozemy dla drgan tlumionych, zgodnie z

IT zasada dynamiki, napisac

—— 2F=ma; F,+F, =ma
f LJ k S t
czyli
2
Cgx—f X4
dt dt2
m —0
Albo
2
ax ;:_Ex_ii_’t‘ 6.21)
m m
. .k 2 . .,
| [] Pamigtajac, ze —=wm,~ jest to czestos¢
| A< m
l kotowa drgan wlasnych (czyli czgsto$¢ z
L

jaka drgalby uktad gdyby nie bylo

Rys.6.5. Mechaniczny, thumiony oscylator thumienia) oraz oznaczajac formalnie

harmoniczny
=23 (6.22)
rownanie (6.21) przyjmie postacé

—=—0," X -2 — 6.23
i 0 p " (6.23)
Rownanie (6.23) nosi nazwg¢ rownania ruchu drgan harmonicznych thumionych. Jest to

rownanie rézniczkowe rzedu drugiego, jednorodne.
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Rozwiazaniem tego rownania jest funkcja

X = Aoe_Bt cos(ot + @) (6.24)

gdzie: [3=2i to tzw. wspolczynnik tlumienia, a | = /(92 —B2 to pulsacja drgan
m o

tlumionych.

Poréwnujac wzor (6.9) dla drgan swobodnych ze wzorem (6.24) widzimy, ze wskutek

dzialania sity thumiace;j:

1. amplituda drgan tlumionych maleje z uptywem czasu wedlug zaleznos$ci

A=Age Pt (6.25)

2. pulsacja drgan ttumionych jest mniejsza niz dla drgan swobodnych

o =, |o> —p? <o, (6.26)

Na rysunku 6.6 przedstawiono wykres drgan ttumionych ciata z naniesionym dla poréwnania

z wykresem drgan swobodnych tego ciata.

XA A:Aoe-ﬁt
Ay \ \ I’
I\
! \ !

\ ! I\
| \ : t
1\ / \
\ 1 \

_ Ao / \J \I

Rys..6.6. Porownanie drgan tlumionych
(linia ciagta) z drganiami swobodnymi
(linia przerywana); okres drgan thumionych

jest wigkszy niz okres drgan swobodnych.

Wielkoscia charakteryzujaca drgania
thumione  jest tzw.  logarytmiczny
dekrement tlumienia.

Logarytmiczny dektrement tlumienia
jest to logarytm naturalny stosunku dwoch
amplitud w chwilach t i t+T. Oznaczajac
logarytmiczny dekrement thumienia litera A
(lambda) mozemy zapisaé

A Oe_B t

— BT _
N e—B(HT) =lne” =BT (6.27)
0

A=In

Zaleznosci od (6.24) do (6.27) maja sens tylko wtedy, jesli B < ®,, W przeciwnym razie ruch

nie jest ruchem drgajacym, lecz ruchem pelzajacym (aperiodycznym).



6.5. Drgania wymuszone
Jezeli chcemy, aby opory os$rodka nie tlumity drgan, to na drgajacy punkt materialny
nalezy dziata odpowiednio zmienna w czasie sita. W przypadku drgan harmonicznych sita ta
ma postac:
Fy, =FpcosQt (6.28)
Site t¢ nazywamy sita wymuszajaca.

W przypadku drgan wymuszonych

mamy

XF=ma; Fj+F +F; =ma

f tj k czyli

2
mI 2 o Fy st (629)
dt2 dt
Albo
m —0 )
F
_d X =_£x—id—x+—0coth
dt? m mdt m
> > - Co mozna zapisac:
FIT TFS 1F= T+ s+ w #na zap
2
| | B d_;:_mozx—zﬁd—);+po cos Qt(6.30)
| vx dt dt

<4+
=T
g3/

0o

gdzie Po = jest amplituda

" m
Rys.6.7. Mechaniczny, thumiony oscylator znormalizowang  suy — Wymuszajace)

) ) (przeliczona na jednostke masy).
harmoniczny z wymuszaniem Fy,

Roéwnanie (6.30) nosi nazwe rownania ruchu drgan wymuszonych.
Rozwiazaniem tego rownania jest funkcja

x=A,cos(Qt+ D) (6.31)

gdzie amplituda A, i faza poczatkowa @ ustalonego drgania wymuszonego maja postac:

A, = p°2 (6.32)
\/(0)02 —Qz) +4p20?
®, =arctg —iB—Q (6.33)
0, -Q?
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Widzimy wigc, ze w wyniku dziatania sity wymuszajacej o postaci (6.28) punkt
materialny wykonuje drgania harmoniczne z pulsacja Q, tzn. z taka pulsacja, z jaka zmienia
si¢ sita wymuszajaca. Amplituda drgan wymuszonych jest $cisle okreslona i zalezy od
amplitudy sity wymuszajacej p, oraz od jej pulsacji Q. Rowniez poczatkowa faza drgania @,
zalezy od pulsacji Q2.

Gdy sita wymuszajaca dziatla na drgajace cialo z odpowiednia czgstotliwoscia, to
amplituda drgan tego ciala moze osiagnac bardzo duza wielko$¢ nawet przy niewielkiej sile
wymuszajacej. Zjawisko to nazywamy rezonansem. Przeanalizujemy obecnie wyrazenie
(6.32) na amplitudg A, (Q) drgan wymuszonych.

Wykres przedstawiajacy funkcje AO(Q) nazywamy krzywa rezonansu. Na rysunku
6.8 przedstawiono krzywe rezonansu dla r6znych warto$ci wspotczynnika thumienia f3.

Z rysunku tego wynikaja nastepujace wnioski:

1. Maksymalna warto$§¢ amplitudy A; jest tym wigksza, im mniejszy jest wspotczynnik
ttumienia 3, a gdy p—0,to A, — o (patrz 3, na rys.6.8).

2. Jezeli thumienie jest stabe (B; i B2 na rys.6.8) To A; osiaga maksimum, gdy pulsacja Q2
przyjmie wartosci Q,1,Q,, nieco mniejsze od pulsacji drgan wlasnych ®,. Im mniejsza
jest wartos¢ B, tym bardziej Q. zbliza si¢ do warto$ci ®,.

3. Przy bardzo silnym tlumieniu (B3 i B4 na rys.6.8) rezonans nie wystepuje; maksymalna

amplituda drgan A, jest osiagana, gdy Q jest bliskie zera.

Rys.6.8. Krzywe rezonansowe dla réznych
warto$ci wspodtczynnika thumienia 3:

Bo <P1 <P <P3 <B4
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Wartos$¢ pulsacji sity wymuszajacej €2, dla ktorej amplituda drgan jest maksymalna,
nazywa si¢ pulsacja rezonansowa. Odpowiadajaca jej amplituda A; nazywa si¢ amplituda
rezonansowa.

Wyrazenia na A; i £; mozna otrzymac ze wzoru (6.32). Amplituda przyjmuje wartos$c¢
maksymalnag, gdy wielomian pod pierwiastkiem osigga minimum.

Obliczajac jego pochodna wzgledem Q i przyrownujac ja do zera, znajdujemy

Q, =02 -2p? (6.34)

Podstawiajac (6.34) do (6.32), otrzymujemy

A =—Po (6.35)
2pyog —p

Zjawisko rezonansu jest bardzo rozpowszechnione w przyrodzie i technice. Skutki
rezonansu moga by¢ pozytywne lub negatywne. Na przyktad, wirujace czgsci maszyny, jezeli
nie sa doktadnie wywazone, wymuszaja drgania innych czgsSci maszyny i jezeli jest spelniony
przy tym warunek rezonansu, to amplituda drgan wymuszonych moze by¢ taka duza, ze
doprowadzi to do zniszczenia drgajacych czgsci. Ze zjawiskiem rezonansu spotykamy si¢
jadac np. autobusem: przy pewnej predkosci obrotow silnika szyby lub niektore czesci

karoserii zaczynaja silnie drgac.

6.6. Dodawanie drgan harmonicznych réwnoleglych o tej samej czestotliwosci
Rozwazmy teraz przypadek, gdy punkt materialny wykonuje jednoczesnie dwa (lub
wigcej drgania harmoniczne réwnolegle o tej samej czestotliwosci kotowej, czyli o tej same;j
pulsacji, lecz rézniace si¢ faza. Drgania nazywamy rownolegltymi, gdy zachodza wzdhuz tej
samej prostej. Zalézmy, ze rozwazane przez nas drgania zachodza wzdhuz osi x. Mozemy je
wtedy wyrazi¢ rGwnaniami
X =A cos(ot + ¢ ) (6.36)
x5 = A, cos(ot + ) (6.37)
przy czym wystgpujaca migdzy drganiami roznica faz Ag = ¢, — @1, nosi nazwg przesunigcia
fazowego.
Drganie wypadkowe rozwazanego punktu jest superpozycja jego drgan sktadowych, a
wychylenie wypadkowe jest suma jego wychylen sktadowych, zatem

X=X] +Xy =4, cos((ot+(p1)+ A,y cos(wt+(p2)
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Stosujac odpowiednie wzory trygonometryczne, wyrazenie powyzsze mozna sprowadzi¢ do
postaci

x| = A cos(ot + o) (6.38)

gdzie

A=yJA2+A2+2A1A; cos(93 — 1) (6.39)

_Apsingg + Ay sing, (6.40)

ta @ =
=9 Ajcos@; + Ay cosy

Widzimy, ze ztozenie dwoch drgan harmonicznych o jednakowych pulsacjach
rozniacych si¢ faza daje w wyniku drganie o tej samej pulsacji. Jasne jest, ze to samo dotyczy
ztozenia wigkszej liczby drgan.

Konkludujac mozemy stwierdzi¢, ze dodawanie drgan harmonicznych réwnolegtych,
o jednakowych pulsacjach rézniacych si¢ faza, daje w wyniku drganie harmoniczne o tej
samej pulsacji.

Sktadanie drgan mozna wykona¢ graficznie metoda wektorowa. W metodzie tej kazde
drganie jest przedstawione wektorem o dtugosci Ay, tworzacym kat @i z osia x. Na rysunku
6.9 przedstawiono graficznie ztozenie dwdch drgan. Na podstawie tego rysunku latwo jest

otrzymac wzory (6.39) 1 (6.40).

Rys.6.9. Wektorowa metoda sktadania
drgan. Drgania skladowe o amplitudach A
i Ay oraz fazach ¢ i @, daja wypadkowe

drganie o amplitudzie A i fazie .

6.7. Istota ruchu falowego

Wigkszos¢ wiadomosci, jakie mamy o $wiecie zewngtrznym, dociera do naszej
swiadomosci poprzez organa zmystowe stuchu i wzroku za posrednictwem fal. Informacje te
dochodza do obserwatora z pewnym opdznieniem wynikajacym ze skonczonej predkosci
Swiatla 1 dzwicku.

Rozpatrzymy teraz sytuacjg, w ktorej drgajaca czastka jest polaczona poprzez sity
sprezyste z innymi czastkami (rys.6.10). Wskutek dziatania migdzy czastkami sit sprezystych
drgania beda przenosity si¢ od jednej czastki do drugie;.
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Rys.6.10. Schematyczne przedstawienie propagacji fali w ciele statym.

Z podobna sytuacja spotykamy si¢ w ciatach statych i gazach. Jako przyktad rozpatrzmy gaz.
Jesli w pewnym miejscu sprezymy gaz, np. na skutek ruchu tloka, to w obszarze tym znajdzie
si¢ wigcej czastek. Spowoduje to wzrost cisnienia gazu i pojawienie sig¢ sily skierowanej w
kierunku mniejszego cis$nienia (ggstosci). Na skutek tego, tam gdzie gaz byt zgeszczony, teraz
ulegnie rozrzedzeniu i odwrotnie. Jesli tlok bedzie wykonywat ruch drgajacy, to w gazie beda
rozprzestrzeniaty si¢ kolejne zgeszczenia i rozrzedzenia os$rodka.

Omowione tutaj drgania sprezyste rozchodzace si¢ w gazach, cieczach i ciatach
stalych nazywamy falami sprezystymi. Fale sprezyste nazywamy tez czgsto falami
akustycznymi, rozumiejac przez ten termin fale sprgzyste propagujace si¢ we wszystkich
stanach skupienia materii, w pelnym zakresie czgstosci drgan, jaki moze wystapi¢ w
przyrodzie.

Okazuje si¢, ze proces przekazywania drgan z jednego punktu do drugiego jest
zjawiskiem charakterystycznym nie tylko dla o$rodkoéw sprezystych, ale rowniez dla pola
elektromagnetycznego. = Drgania  pola  elektromagnetycznego — wytwarzaja  falg
elektromagnetyczng. W tym przypadku zmieniajacymi si¢ wielko$ciami sa pola: elektryczne i
magnetyczne. Charakterystyczna cecha takiego zaburzenia jest fakt, ze moze ono propagowac
si¢ rowniez w prozni.

Na podstawie licznych obserwacji fizycznych mozemy powiedzie¢, ze fale to nic
innego jak rozchodzace si¢ w przestrzeni zaburzenia stanu materii lub pola. Wsp6lna cecha
wszystkich zjawisk falowych jest zdolno$¢ przenoszenia przez falg energii, przy czym w
procesie tym wystepuje w sposob ciagly okresowa zamiana energii jednego rodzaju na drugi
rodzaj. Np. w przypadku fal sprezystych mamy ciaglta zamiang energii kinetycznej czastek
materii na energi¢ potencjalna, a w przypadku fal elektromagnetycznych energia pola

elektrycznego przechodzi w energi¢ pola magnetycznego i na odwrot.

6.8. Funkcja falowa. Rodzaje fal
Wiemy juz, ze ruch falowy polega na rozchodzeniu si¢ zaburzenia pewnej wielkosci
fizycznej charakteryzujacej stan osrodka. Do opisu tego zaburzenia bedziemy postugiwac sie

wielkoscia y, ktora zaleze¢ bedzie od potozenia i czasu.

130



Y= w(x, vy, Z, t) (6.41)
Funkcja y(x,y,z,t,) to funkcja falowa opisujaca rozchodzaca si¢ w osrodku fale.
W przypadku propagacji fali w cieczy lub gazie y bedzie opisywato zmiany gestosci lub
cisnienia w osrodku spowodowane przejsciem fali. W przypadku ciat staltych y bedzie
przemieszczeniem atomow z potozenia rownowagi. Dla fali elektromagnetycznej jako funkcje
y przyjmuje si¢ nat¢zenie pola elektrycznego lub magnetycznego.

Jesli funkcja y jest skalarem, to odpowiednia fala nazywa si¢ skalarna, jesli jest
wektorem, to moéwimy o fali wektorowej. Przyktadem fali skalarnej jest fala akustyczna w
gazie, natomiast fali wektorowej — fala elektromagnetyczna.

Zajmiemy si¢ najpierw opisem takiej fali, dla ktorej y zalezy tylko od jednej
wspotrzednej x i od czasu t

v=y(xt) (6.42)

v Wosin(mt-kx)
I A WA
\\/ \./

D A

droga, ktora przebyta fala w czasie t,

>

€
<

Rys.6.11. Ilustracja do wyprowadzenia zalezno$ci y =y sin((ot - kx)

Falg taka nazywamy fala ptaska. Dobrym przyktadem fali ptaskiej moze by¢ fala akustyczna
wytworzona prze tlok o duzej $rednicy drgajacy w kierunku prostopadtym do swojej
plaszczyzny.

Znajdziemy teraz posta¢ funkcji falowej y fali ptaskiej. Zaléozmy, ze zrodlo fali
wykonuje ruch harmoniczny wokoét punktu x =0 oraz, ze w chwili poczatkowej y =0
(rys.6.11). Mozemy wigc zapisac

Y =y sin ot (6.42)
gdzie ® 1 yo sa odpowiednio czgstoscia i amplituda drgan. Zaburzenie osrodka wywotane
ruchem tloka przemiesci si¢ w przestrzeni i po czasie ty znajdzie si¢ w punkcie o

wspohrzednej x. Drgania w tym punkcie beda opdznione w stosunku do drgan zrdodla o
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wielko§¢ A = ot(. Przyjmujac, ze amplituda drgan nie zmienia sig, funkcja y(x,t) bedzie
miata postac
y(x,t)=ysino(t—tg) (6.43)

tp mozemy zapisa¢ w postaci
X
tg=— (6.44)
v

gdzie v jest predkoscia rozchodzenia si¢ (propagacji) fali, a $cislej predkoscia
przemieszczania si¢ okreslonej fazy fali, czyli predkoscia fazowa.

Predkosc¢ fazowa bedziemy nazywali dalej predkoscia fali. Uwzgledniajac wige (6.44),
zaleznos$¢ (6.43) bedzie miata postac

y(x,t)=1y sin oo[t - ij =y sin[cot - mij (6.45)
v L

. . 2 .
Poniewaz o= ? , WieC

y(x,t)=vy, sin[mt - 2_n§j =y sin[mt - 23) (6.46)
T o A

gdzie A =vT jest dlugoscia fali, czyli odleglo$cia, na jaka przemiesci si¢ zaburzenie w czasie
jednego okresu T. Wprowadzmy jeszcze pojecie liczby falowej k zdefiniowanej jako

2

k .
A

Zatem roOwnanie (6.46) przyjmie postac
\y(x, t) =y sin(cot - kx) (6.47)

Zalezno$ci (6.45-6.47) przedstawiaja funkcje fali ptaskiej. Argument funkcji sinus
nazywamy faza fali.

Zbiér punktow w przestrzeni, w ktorych faza ma taka samag warto§¢, nazywamy
powierzchnia falowa lub czotem fali. Dla fali ptaskiej okreslonej wzorem (6.47)
powierzchniami falowymi beda ptaszczyzny x = const (rys.6.12). Powierzchni falowych jest
nieskonczenie wiele. Zauwazmy, ze z warunku stalosci fazy mozemy wyznaczy¢
wyprowadzona wczesniej predkosé fazowa, a mianowicie

ot —kx = const (6.48)
lub

x=_omst Lo (6.49)
Kk
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Stad

2n
dx o T X
=— === 6.50
dd k 2n T (©:50)
A
yA
i romienie fali
—b)/)
\ T
/ X
—
7 —
zrodlo fali plaskiej

] _—

powierzchnie falowe
(czota fali)

Rys.6.12 Fala ptaska

Linie, ktére w kazdym punkcie sa prostopadte do powierzchni falowej, nazywamy
promieniami fali. Wskazuja one kierunek propagacji fali. W przypadku rozpatrywanej fali
ptaskiej, danej wzorem (6.47), sa to linie rownolegle do osi x i1 zorientowane tak jak oS x.

Oprocz fal ptaskich wyrdzniamy jeszcze (ze wzgledu na ksztalt czota fali) fale kuliste,
koliste 1 walcowe (rys.6.13). Fale kuliste i koliste pochodza od Zrédet punktowych, za$ fale

walcowe od zrodet liniowych.
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b) czo/’(a fali
P

promienie fali

0

-
PR, N A
_ -

: A

Rys.6.13. Fala kulista (a), kolista (b) i walcowa (c)

Dotychczas mowiliSmy o zaleznosci przestrzenno-czasowej funkcji y opisujacej
zaburzenie osrodka, natomiast nie okreslilismy, jaki jest kierunek przemieszczenie sig
zaburzenia czy drgan czastek osrodka.

W zwiazku z kierunkiem, w jakim odbywaja si¢ drgania, fale dzielimy na:
podtuzne — gdy kierunek drgan jest rownolegly do kierunku propagac;ji fali,
poprzeczne — gdy kierunek drgan jest prostopadty do kierunku propagacji fali (rys.6.14).

a)
Yosmmt
kierunek propagacji
fali

b) v B SN

A
oo

Rys.6.14. Fala podtuzna (a) i poprzeczna (b)

y,sinot
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Podtuzne fale sprezyste moga propagowac si¢ w cieczach i ciatach statych. Natomiast
fale poprzeczne sprezyste, ktorych propagacja powoduje zmiang ksztattu osrodka moga

propagowac si¢ tylko w osrodkach majacych sprezystos¢ postaci, czyli w ciatach statych.

6.9 Rownanie rozniczkowe ruchu falowego
Funkcja y(x,t) (6.47) opisujaca zaburzenia wywotane przejsciem fali spetnia pewne
rownanie, ktére nazywamy rozniczkowym rownaniem ruchu fali. Aby znalez¢ postaé tego

rownania, obliczamy drugie pochodne funkcji y(x,t) wzgledem t oraz wzgledem x.

52

—;V = —0)2\|10 sin(cot - kx) = —coz\y (6.51)
ot

82\|1

—:—kz\yo sin(oot—kx):—kz\u (6.52)
aXZ

Mnozac obustronnie rownanie (6.51) przez kz, natomiast (6.52) przez 0)2, mozemy porownac

lewe strony tych réwnan

2 2
o2 .a_wzkz a_\l] (6.53)
ox? at?
: ) ® :
Poniewaz (patrz 6.50)) I =v, wiec
Ty 1oy 65
ox v° ot

Jest to rownanie rézniczkowe ruchu fali ptaskiej propagujacej si¢ wzdtuz osi x z predkoscia
fazowa v. Rozwigzaniami réwnania (6.54) sa omawiane juz wczesniej funkcje falowe (6.47).
Czyli, znajac posta¢ rownania ruchu falowego danego rodzaju, jesteSmy w stanie
(rozwiazujac rownanie ruch) wyznaczy¢ funkcje falowe y opisujace rozchodzenie si¢ danego
rodzaju fali w danym osrodku. Jezeli vy i v, sa rozwiazaniami rozniczkowego rownania fali

to funkcja y =0y + ary,, gdzie oy 1 o, sa dowolnymi statymi, jest takze rozwigzaniem

rownania fali, a wigc  reprezentuje rowniez falg, ktdéra moze rozchodzi¢ si¢ w tym osrodku.
Fakt ten nosi nazwg zasady superpozycji, ktéra mozna sformulowaé nastgpujaco. Jesli w
osrodku propaguja si¢ dwie fale, to wypadkowe zaburzenia o$rodka jest rowne sumie

zaburzen wywotanych przez poszczegodlne fale.
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6.10. Interferencja fal
Interferencja fal nazywamy zjawisko nakladania si¢ (superpozycji) dwoch lub wigcej
fal o tych samych dtugos$ciach, a wigc o tych samych pulsacjach.
Rozwazmy dwie fale biegnace z taka sama predkoscia w tym samym kierunku o
réwnych amplitudach, lecz o rézniacych sig fazach. Niech rownania tych fal maja postaé
Y1 =y sin(ot — kx) =y sin ¢; (6.55)
Yo =V sin(mt—kx+(p)=\u0 sin ¢, (6.56)
W danym punkcie przestrzeni fale te wywotuja drgania rownolegle o roznicy faz
Ad=03 —01=9.
Wypadkowe drgania mozna wyrazi¢ rownaniem
Y=y +yy =yqsing; +ygsing,

o1 + 2 cos 01 —¢o
2 2

v =yo(sindy +sing,)=2yg sin
v =2y sin(cot -kx + 9) cos[— 9)
2 2
y :Asin(mt—kx+%) (6.57)

gdzie A =2y cos% :
Fala wypadkowa y dana rownaniem (6.57) ma wigc t¢ sama pulsacj¢ o co fale sktadowe i
yy ale inng amplitudg A, réowna 2y cos%. Gdy fazy fal sa zgodne (tzn.

¢=0, £2m, £4m,...), to amplituda fali wypadkowej wynosi 2A; méwimy wowczas, ze fale
si¢ wzmacniaja. Gdy fazy fal sa przeciwne (tzn. ¢==m, £3m,...), to amplituda fali
wypadkowej jest rOwna zeru; moéwimy wowczas, ze fale si¢ wygluszaja.

Warunkiem koniecznym wystapienia interferencji fal, jest to, aby rdéznica faz fal
naktadajacych si¢ byla stata w czasie. Takie fale nosza nazwe koherentnych albo spojnych.
Fale pochodzace z dwoch niezaleznych zrodet na ogét nie sa spojne. Fale spdjne przesunigte

w fazie mozna otrzymac z jednego zrdodta, jezeli fale te beda przebywaty niejednakowe drogi.
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6.11. Fale stojace

Fala wytworzona w ciele o skonczonych rozmiarach odbija si¢ od granicy tego ciata:
np. fala wytworzona na napigtej strunie odbija si¢ od obu punktéw unieruchomienia struny.
Fala odbita porusza si¢ w kierunku przeciwnym niz fala padajaca i superpozycja tych dwoch
fal (fali padajacej i odbitej) daje w wyniku falg wypadkowa, zwana fala stojaca.

Zatozmy, ze rozchodzaca si¢ w ciele fala jest fala harmoniczna i ze odbija si¢ ona od
granic tego ciata bez strat, tzn. fala odbita ma taka sama amplitudg, co fala padajaca. Fale te

mozna opisa¢ réwnaniami:

(8 (x, t) =y sin oo(t - ij - fala biegnie w kierunku dodatnim 0x i
L

U2 (X, t) =y sin (o[t + ij - fala biegnie w kierunku ujemnym osi 0x.
L

Stad fala wypadkowa \|/(x, t) ma postac

w(x, )=y (x, 1)+ v (x,1);

w(x,t)=v {sin (o[t - %j +sin (x)(t + %ﬂ ;

y(x,t)=y - 2sin ot cos[— mij ;
L

w(x,t)z 2y cos(miJ -sin ot (6.58)
v

Jest to rownanie fali stojace;.
Roéwnanie fali stojacej o postaci (6.58) mozemy zapisaé
y(x,t)= A(x)-sin ot (6.59)

gdzie amplituda
Alx)=2y, cos(co ij (6.60)
L

W przypadku fali stojacej wszystkie czastki osrodka (np. struny) wykonuja drgania
harmoniczne w tej samej fazie. W fali biegnacej (czyli fali o funkcji falowej danej rownaniem
(6.45) lub (6.47)) amplitudy czastek drgajacych sa jednakowe, dla fali stojacej natomiast
charakterystyczne jest to, ze amplitudy drgan czastek zaleza od ich potozen. Ze wzoru (6.59)

mozna wywnioskowa¢, ze amplituda drgan, dana wyrazeniem (6.60), przybiera warto$¢

maksymalna 2y w punktach, w ktorych
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mi =kx =0,7,27,3m,...
v

a warto$¢ minimalna (rowna zeru) w punktach, w ktérych

Punkty o maksymalnej amplitudzie drgan sa nazywane strzatkami, a punkty w ktérych

amplituda drgan jest rowna zeru, czyli punkty nie wykonujace drgan, sa nazywane weztami.

Poniewaz zachodzi zwiazek k = % , strzalki znajduja si¢ w punktach

X:05&5}\’3_TC:
22
a wezty w punktach
A 3L Sh
X=—,—,—,...
4 4 4

Widac¢ stad, ze wezty i strzatki sa potoZzone na przemian oraz, ze odlegtos$ci migdzy kolejnymi
weztami lub kolejnymi strzatkami wynosza pot dtugoscei fali.

Zalezno$ci te przedstawiono na rys.6.15.

A
y(x,t)

strzatka strzalka

Rys.6.15. Fala stojaca przedstawiona w postaci szeregu ,,chwilowych fotografii” wychylenia

. . . T. T o
punktow z polozenia réwnowagi dla trzech chwil: t,t+z 1 t+5. Dla chwili

t+} (dla ktorej wszystkie punkty maja zerowe wychylenie), strzatkami

oznaczono predkosci czastek.
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Fala stojaca jest szczegdlnym przypadkiem fali, takiej, w ktorej energia drgan nie jest
przenoszona, lecz trwale zmagazynowana w poszczegdlnych punktach osrodka. Ruch taki
mozna rozpatrywac¢ jako drganie osrodka jako cato$ci. Nazywamy go jednak falg stojaca,
poniewaz powstaje w wyniku natozenia si¢ dwoch fal biegnacych w przeciwnych kierunkach.

Odbicie fali od granicy osrodka moze zachodzi¢ dwojako: ze zmiang fazy i bez
zmiany fazy. Np. gdy koniec struny jest unieruchomiony, przy odbiciu fali jej faza zmienia si¢
skokowo o m. Fale padajaca i odbita znosza si¢ wzajemnie w tym punkcie i w miejscu
zamocowania powstaje wezet. Odmiennie wyglada sprawa w przypadku, gdy koniec struny
jest swobodny, np. zakonczony pierScieniem mogacym przesuwaé Si¢ na poprzecznie
umieszczonym precie. W tym przypadku odbicie fali nastgpuje bez zmiany fazy i na koncu

struny powstaje strzatka.
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