Rozdzial 4

MECHANIKA CIALA SZTYWNEGO

4.1. Bryla sztywna

W dotychczasowych rozwazaniach traktowaliSmy wszystkie otaczajace nas ciala jako
punkty materialne lub zbiory punktéw materialnych. Jest to oczywiscie uproszczenie, ktore w
dalszych wyktadach zastapimy modelem ciata rozciaglego. W modelu tym ciato rozpatrujemy
jako uktad punkéw materialnych. Rozwazane ciato dzielimy w mysli na elementy tak mate, ze
mozna kazdy z nich traktowac jako punkt materialny.

Ciala rzeczywiste wystepuja w bardzo roznych postaciach. W tym rozdziale zajmiemy
si¢ najprostszym przyktadem ciat rozciaglych, a mianowicie brytami sztywnymi.

Bryla sztywna bedziemy nazywali takie cialo, w ktérym wszystkie punkty maja
wzgledem siebie state odleglosci, ktoére nie zmieniaja si¢ pod wpltywem sil zewngtrznych

dzialajacych na ciato.

X
Rys.4.1. Bryta sztywna
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Warunek ten mozemy zapisa¢ nastgpujaco
|fl _f_]| =|fu| :rij (1,_]=1,2,,Il) (41)

gdzie T, t; sa to wektory wodzace i-tego i j-tego punktu w obranym ukfadzie odniesienia,

natomiast rj; jest stalg liczba wyrazajaca odlegtos¢ migdzy tymi punktami.
Ciato sztywne nie podlega zadnym odksztalceniom pod wpltywem dzialajacych sil, tzn. w

bryle sztywnej odleglosci dwoch dowolnych punktow pozostaja zawsze stale, pomimo

dzialania na to ciato roznych sit.

4.2. Rodzaje ruchéw bryly sztywnej

Odrézniamy dwa rodzaje ruchu bryty sztywnej: ruch postepowy i ruch obrotowy.

Ruchem postepowym ciata sztywnego nazywamy taki ruch, w ktéorym dowolna prosta
przeprowadzona przez to cialo przesuwa si¢ rownolegle do samej siebie (wektory predkosci
wszystkich punktow ciata sa w danej chwili jednakowe).

Ciato porusza si¢ ruchem obrotowym, jezeli wszystkie punkty ciala poruszaja si¢ po
okrggach, ktorych srodki leza na jednej prostej. Prosta ta nazywamy chwilowa osia obrotu. O$

obrotu moze mie¢ state potozenie; mowimy wtedy o statej osi obrotu.

Ruch postepowy

Ruch obrotowy

Rys.4.2. Ruch postepowy i obrotowy bryty sztywnej
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4.3. Moment sily

Aby spowodowac¢ ruch obrotowy bryly sztywnej niezbedna jest sita, podobnie jak w
ruchu postgpowym. Z doswiadczenia wiemy jednak, Zze nie kazda sita moze wywota¢ ruch
obrotowy. Aby wprawi¢ na przyktad w ruch koto, ustawionego do gory kotami roweru, trzeba
podziala¢ na nie sila styczna do opony. Aby zatrzymac kolo, dziatamy sita styczna o
przeciwnym zwrocie. Sita dzialajaca prostopadle, tzn. w kierunku osi, nie spowoduje zmian w
ruchu kota. Przyktadajac sit¢ nie do opony kota, a do tancucha, mozemy takze wprawic koto
w obrot, ale stwierdzimy, ze wtedy przyspieszenie bedzie mniejsze. Przyklad ten wykazuje,
ze w ruchu obrotowym wazna jest nie tylko warto$¢ sity, ale takze jej kierunek i punkt
przytozenia. Wielkos¢ wywolujaca ruch obrotowy nazywamy momentem sity, ktory
definiujemy nastgpujaco:
Momentem sity M wzgledem punktu 0 (osi obrotu) nazywamy iloczyn wektorowy wektora
wodzacego T (poczatek T lezy w punkcie 0) i F.

Zatem

M=txF (4.2)
Moment sity nazywany tez bywa momentem obrotowym. Zgodnie z definicja iloczynu

wektorowego warto$¢ bezwzgledna momentu sity wynosi
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Rys.4.3. Moment sity M

Odleglo$é¢ prostej dzialania sity F od osi obrotu 0, oznaczona na rys.4.3 symbolem r iR
nazywa si¢ ramieniem sity. Moment sity jest wektorem, skierowanym wzdtuz osi obrotu;
wektor prostopadty do ptaszczyzny rysunku oznacza si¢ umownie znakiem ©, jezeli wektor

ten jest zwrocony do patrzacego na rysunek, a znakiem & , jezeli wektor ten jest zwrocony za
ptaszczyzng rysunku (na rys.4.3b moment sity jest zwrocony za ptaszczyzng rysunku).

Jednostka momentu sity jest niutonometr [N-m].
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4.4. Moment bezwladnosci
W ruchu obrotowym bryty sztywnej wazna role¢ odgrywa sposob rozmieszczenia masy
bryly wokot osi obrotu. Wielkos$cia charakteryzujaca t¢ wlasno$¢ bryly jest moment
bezwtadnosci.
Rozwazmy bryl¢ sztywna bedaca zbiorem punktéw materialnych my,m,..m,,
ktorych odlegtosci od osi obrotu wynosza odpowiednio r,1;...1;, .
Momentem bezwtadnosci I bryly wzgledem danej osi nazywamy sumg iloczyndw mas
poszczegblnych punktow bryty 1 kwadratow ich odlegtosci od danej osi, a wige
1= imirf (4.4)
i=1
W przypadku bryly o ciaglym rozktadzie masy, dzielimy ja w mysli na nieskonczenie
mate czgsci i sumowanie we wzorze (4.4) zastepujemy catkowaniem. Otrzymujemy wtedy
I1=[r%dm (4.5)
Wyniki obliczen momentéw bezwtadnosci roznych bryt wzgledem ich osi symetrii sa
zestawione w tabl. 4.1. Jak wida¢ z tej tablicy, moment bezwtadnosci ciat o tej samej masie i
tym samym promieniu zalezy od ich ksztattu.
Moment bezwtadno$ci dowolnego ciata mozna wyrazi¢ w postaci wzoru
I=mk? (4.6)
w ktorym k jest ramieniem bezwladnosci. Ramig bezwtadnosci mozemy obliczy¢, korzystajac

z momentow bezwladnos$ciowych zestawionych w tabl. 4.1.

Jednostka momentu bezwladnosci jest ll kg - m? J
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Tabela 4.1 Momenty bezwtadno$ci wzgledem pewnych osi dla kilku ciat o prostych

wlasnosciach geometrycznych

Walec pelny Krazek

mr
=
ﬁ (o
ot mrl’ Q 12
412 a

|

Prostopadlo$cian 1= 4
s \-/
_a
I= 12 " ¢
Kula
b
a )

Plytka

0s
1= a+b’
L' b
a
Obrecz

I= b 'J 0% -
12 05

Cienki pret

ol Ci) : mr’
= *\I‘\b [ =mr I ==
1

4.5. Twierdzenie Steinera

Zastanbwmy si¢ obecnie, czy istnieje jaki§ zwiazek pomigdzy momentem
bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez $rodek masy ciata, a momentem
bezwladnosci wzgledem dowolnej innej osi rownolegtej do tamte;.

Na rys.4.4. oznaczamy przez S punkt przecigcia ptaszczyzna rysunku osi prostopadiej

do tej plaszczyzny i przechodzacej przez $rodek masy ciala; przez 0 punkt przecigcia osi

rownolegtej do tamtej i znajdujacej si¢ w odlegtosci h od niej. Oznaczmy dalej przez ri'

77



odleglos¢ i-tego punktu o masie m; od osi przechodzacej przez srodek masy ciala, a przez r; —

jego odleglos$¢ od drugiej osi (zaktadamy, ze i-ty punkt lezy w plaszczyznie rysunku).

Rys.4.4. Moment bezwtadnos$ci wzgledem dowolnej osi

W uktadzie wspotrzednych x’y’ (patrz rys.4.4) mozemy zapisac:

12 12 12
=Xty (4.7)
2 ' A 2 2 ' ' 2 ' 2 2 ' 2
;" = h+Xi +Yi =h +2hXi +X; tYy; =h +2hXi +1 (48)
Obliczmy moment bezwtadnosci ciata wzgledem osi przechodzacej przez 0
_ 2 _ 2 ' 12
I—Zmiri =h ~Zmi +2thixi +Zmiri (49)

12
Zauwazmy, ze ). m; =m, gdzie m jest masa ciata; > m;r; =I jest momentem bezwtadnosci

ciata wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy, a Zmiriy =0 na mocy definicji $§rodka
masy. Otrzymujemy zatem zalezno$¢

I=1I, +mh? (4.10)
Zwiazek (4.10) nosi nazwe twierdzenia Steinera, ktére mozemy sformutowac nastepujaco:
Moment bezwladnosci 1 bryly wzgledem dowolnej osi jest rowny sumie momentu
bezwtadnosci Iy wzgledem osi rownoleglej przechodzacej przez $rodek masy bryly oraz

iloczynu masy m tej bryty i kwadratu odlegtosci h obu osi.

4.6. Druga zasada dynamiki ruchu obrotowego
Rozwazmy obracajaca si¢ bryle sztywna, skladajaca si¢ z punktéw materialnych
my,m,,..., m, , na ktore dziataja sity F|,F,,...F,,. Dla uproszczenia obliczen zatozmy, ze sity

te dziataja stycznie do okrggoéw, po ktorych poruszaja si¢ punkty. Jezeli przez ry,ry,...,1,
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oznaczymy promienie punktéw materialnych, to wypadkowy moment sit dziatajacych na
rozwazang bryl¢ wyniesie
M=3rF (4.11)
Podstawiajac F; =m;a; = m;g;r; otrzymujemy
M :Zmia;ri2 =€) miri2 (4.12)
Suma w ostatnim wyrazeniu powyzszego wzoru jest momentem bezwladnosci bryty, zatem
M=1Ie (4.13)
Aby mozna bylo wzor ten zapisa¢ w postaci wektorowej, nalezy zatozy¢, ze predkos¢
katowa w oraz przyspieszenie katowe € sa wektorami, przy czym
. do
€= m (4.14)
ierunek wektora ®, zgodnie z umowa, jest rownolegly do osi obrotu, a jego zwrot jest
okreSlony reguta $ruby prawoskretnej (rys.4.5). Kierunek wektora € jest wigc takze
rownolegly do osi obrotu, a jego zwrot jest zgodny ze zwrotem wektora ® w ruchu

przyspieszonym, przeciwny zas§ w ruchu opdznionym.

o
~
ml

Rys.4.5. Kierunek i zwrot wektorow b)
predkosci katowej ® i przyspieszenia
katowego € w ruchu obrotowym:

a) przyspieszonym, b) opdznionym

™l

Zgodnie z powyzszymi rozwazaniami wzor (4.13) mozemy zapisaé w postaci wektorowej
M=1I8 (4.15)
Wzér powyzszy przedstawia druga zasade dynamiki ruchu obrotowego.

Druga zasada dynamiki ruchu obrotowego méwi, ze moment sity M dzialajacej na bryle
sztywna jest rowny iloczynowi momentu bezwladnosci I tej bryly i jej przyspieszenia

katowego €.

4.7. Moment pedu

Zdefiniujmy teraz wielko$¢ zwana momentem pedu albo kretem. Moment pedu L
punktu materialnego o masie m i wektorze wodzacym r, poruszajacego si¢ z predkoscia v

wzgledem osi obrotu odlegltej o T od tego punktu, definiujemy wzorem
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L=rxp=rxmv (4.16)
Wektor momentu pedu jest skierowany zgodnie z osia obrotu. Poniewaz wektory T i
U sa wzgledem siebie prostopadte, wartos¢ bezwzgledna L wynosi

L=rmu=mr20)

Pamigtajac, ze predkosc katowa jest wektorem, mozemy zapisac
L=mr’® (4.17)
Moment pedu bryty jest sumg momentow pgdu wszystkich jej punktow, czyli

L= Zmirizo): )} miri2

lub

L=1o (4.18)
Moment pgdu bryly rowna si¢ iloczynowi jej predkosci katowej ® i momentu
bezwtadnosci L.

Postugujac si¢ pojeciem momentu pedu mozna Il zasade dynamiki ruchu obrotowego zapisaé

W15 190 _ d06)
dt dt
czyli
- dL
M=— 4.19
it (4.19)

Pochodna momentu pedu L bryly sztywnej wzgledem czasu t jest rowna momentowi sity M

dzialajacej na tg bryle.
Jednostka momentu pedu, wynikajaca ze wzoru (4.16) jest lkg m? /s J

Z rownania (4.19) wyciagamy wniosek, ze gdy wypadkowy moment sity M réwna sie zeru,
to kregt bryly pozostaje staty. Stanowi to tres¢ tzw. zasady zachowania krgtu, zwanej tez
zasada zachowania momentu pedu (odpowiednik zasady zachowania pedu obowiazujacej w
ruchu postgpowym). Zasada ta méwi, ze kret bryly moze ulec zmianie jedynie pod dziataniem
momentu sity.

Jezeli wigc tyzwiarz na lodzie wykonuje piruet, to rozsuwajac szeroko rece zwigksza
sw0j moment bezwladnosci, a tym samym zmniejsza predkos¢ katowa obrotu. I odwrotnie —
»skupiajac” mozliwie najbardziej cata swa mas¢ dokota osi obrotu zmniejsza swoj moment

bezwladnosci, co powoduje wzrost predkosci o.
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4.8. Pierwsza zasada dynamiki ruchu obrotowego

Rozwazmy bryle sztywna mogaca si¢ obraca¢ bez tarcia wokot statej osi. Zgodnie z 11

zasada dynamiki ruchu obrotowego (M = Ig), jezeli na bryle t¢ bedzie dziatalt moment sity M,
to wywota on ruch obrotowy bryty z przyspieszeniem katowym €.

Przypusémy, Ze na obracajaca si¢ bryle nie dziala zaden moment sity, tzn. M= 0. Wtedy,
poniewaz bryla jest sztywna i jej moment bezwladno$ci jest staly i rézny od zera,
przyspieszenie katowe musi by¢ rowne zeru. Oznacza to, ze predkos¢ katowa obracajacej si¢
bryly, na ktora nie dziata moment sity, nie ulega zmianie.

Pierwsza zasada dynamiki ruchu obrotowego mowi, ze bryla sztywna nie poddana

dzialaniu momentu sity pozostaje nieruchoma Iub wykonuje ruch obrotowy jednostajny.

4.9. Trzecia zasada dynamiki ruchu obrotowego

Istnienie momentu sity dziatajacego na dang brylg jest zawsze wynikiem
oddzialywania na nig innej bryty.
Trzecia zasada dynamiki ruchu obrotowego mowi, ze jezeli na bryle A dziata bryta B

pewnym momentem sily M AB» to bryla B dziala na A momentem M BA Iownym co do

wartos$ci, lecz przeciwnie skierowanym (1\71 AB =-Mpa )

4.10. Energia Kinetyczna w ruchu obrotowym
Wychodzimy z ogdlnego wzoru na energi¢ kinetyczna punktu materialnego:

ml)2

E, =
k=

(4.20)

Bryle sztywna rozpatrujemy znowu jako zbior duzej liczby punktéw materialnych o masach
mjp,mj,...,m,, umieszczonych w odlegtosciach 1,r,,... ,1,; od osi obrotu. Gdy bryta obraca
si¢ z predkoscia katowa o, poszczegdlne punkty materialne maja odpowiednio predkosci
liniowe

V| =0, VL) =OI),.. ,V, =Or,.
Kazdy z nich ma wigc okreslong energig kinetyczna

m1m2r1 m2m2r22 mnmzrg

2 2 2

s geee Py

Energia kinetyczna catej bryly jest suma energii kinetycznych wszystkich punktow
materialnych wchodzacych w sktad bryty, a wigc
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2
®
Ey ZT(mlrlz +m2r22 + mnrg )

Uwzgledniajac wzor definiujacy moment bezwitadnosci [ dany wzorem (4.4) znajdujemy
Ey=—-. (4.21)

A zatem energia kinetyczna Ey bryly obracajacej si¢ dokota nieruchomej osi réwna si¢

potowie iloczynu momentu bezwladnosci I 1 kwadratowi predkosci katowej . Porownujac
wyrazenia (4.20) i (4.21) mozemy stwierdzi¢, ze moment bezwladnosci I odgrywa w ruchu

obrotowym podobna rolg jak masa m w ruchu postgpowym.

4.11.Analogia mi¢dzy ruchem post¢gpowym i ruchem obrotowym

Z dotychczasowych rozwazan wynika, Ze migdzy prawami dynamiki punktu
materialnego a prawami dynamiki bryly sztywnej istnieje pewna analogia. W tabeli 4.2.
zestawiono wielkosci 1 zaleznosci wystepujace w ruchu postgpowym prostoliniowym i
odpowiadajace im wielkosci i zaleznosci w ruchu obrotowym bryly sztywnej wokot statej osi.
Zestawienie takie ulatwia zapamigtanie zalezno$ci dla ruchu obrotowego, jesli znamy
zaleznosci ruchu postepowego. Na przyklad, zaleznos¢ wyrazajaca Il zasad¢ dynamiki ruchu
obrotowego otrzymujemy z zalezno$ci F = ma przez zastapienie sity, masy i przyspieszenia
przez odpowiadajace im wielkos$ci ruchu obrotowego.

Tabela 4.2. Ruch prostoliniowy i1 obrotowy

Ruch prostoliniowy Ruch obrotowy
Droga liniowa s Droga katowa o)
Predkos$¢ liniowa L= @ Predkos¢ katowa o= d_(P
dt dt
. o dv . . do
Przyspieszenie liniowe a=— Przyspieszenie katowe e=—0u
dt dt
Masa m Moment bezwladno$ci I
Ped p=mv Moment pedu (kret) L=Iw
Sita F Moment sity
o dp . dL
II zasada dynamiki F=ma=— IT zasada dynamiki M=Ig=—
dt dt
Energia kinetyczna Ey = l mu? Energia kinetyczna Ey = l To?
2 2
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