Rozdzial 3

DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

3.1. Pierwsza zasada dynamiki

Opisujac w rozdziale 2 rozne rodzaje ruchu z punktu widzenia kinematyki
podawalismy ich formalna charakterystyke. W dynamice interesuja nas warunki, w jakich
poszczeg6lne ruchy powstaja, a przede wszystkim przyczyny ich powstawania.
Rozpoczniemy od rozwazan dynamicznych zwiazanych z ruchem postgpowym bryl, ktore
bedziemy traktowali jako punkty materialne.

Ustalenie zasad dynamiki bylo réwnoznaczne z obaleniem falszywych pogladow
panujacych od czasow starozytnych a dotyczacych przyczyn powstawania réznych rodzajow
ruchu. Do obalenia tych pogladow przyczynito si¢ wprowadzenie do nauki przez Galileusza w
XVI wieku metody doswiadczalnej. Badania zapoczatkowane przez Galileusza podjete
zostaly nastgpnie przez Newtona, ktéremu zawdzigczamy ustalenie podstaw dynamiki.

Zasady dynamiki podane zostaly przez Newtona jako tzw. prawa ruchu.

Pierwsza zasada dynamiki glosi, ze cialo nie poddane dziataniu Zadnej sity albo poddane
dzialaniu sit rownowazacych si¢ pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jednostajnym
prostoliniowym.

Stuszno$¢ pierwszej czgsci tej zasady, odnoszaca si¢ do przypadku, gdy na ciato nie
dziala zadna sila, nie moze by¢ na Ziemi doswiadczalnie sprawdzona, nie mozemy bowiem
stworzy¢ na Ziemi takich warunkoéw, aby ciato bylto wolne od dziatania sit. Druga czgs¢
nadaje si¢ do do$wiadczalnego sprawdzenia. Po dokladnym zrownowazeniu sit oporu przez

sil¢ ciagnaca ciato, cialo to majace pewna predko$¢ v, zachowa t¢ predkos¢ niezmienna
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zarowno co do wartosci, jak i co do kierunku, tzn. porusza¢ si¢ bedzie ruchem jednostajnie
prostoliniowym.

Pierwsza zasada dynamiki nosi nazwe¢ zasady bezwladnosci. Przez bezwladno$c¢
rozumiemy wlasciwo$¢ ciala decydujaca o tym, ze ciato bez dzialania sit nie moze zmienic¢
ani wartosci, ani kierunku swej predkosci. Czyli bez dziatania sil pozostaje w takim stanie jak
byto wczesniej: spoczywa jesli spoczywalo, lub porusza si¢ ruchem jednostajnym jesli bylo w

jakimkolwiek ruchu.

3.2. Druga zasada dynamiki.

Posrednim wnioskiem z pierwszej zasady jest, ze wszelkie zmiany predkos$ci moga
zachodzi¢ jedynie pod dzialaniem sit. Musi wigc istnie¢ zwiazek miedzy sila a zmianami
predkosci. Ta zalezno$¢ jest trescia drugiej zasady dynamiki.

Druga zasada dynamiki glosi, ze: przyspieszenie ciala a jest wprost proporcjonalne do sity

F, ktora to przyspieszenie wywoluje:
F=ma (3.1

gdzie: wspotczynnikiem proporcjonalnosci jest masa ciata m, na ktora dziata sita F.

Roéwnanie (3.1) jest rownaniem wektorowym: wektor przyspieszenia ma kierunek i
zwrot zgodny z kierunkiem i zwrotem dzialajacej sity. Masa m ciala jest miara jego
bezwtadnosci.

Okreslenie jednostki sity w uktadzie SI wynika z réwnania (3.1). Jednostka sity w
uktadzie SI jest taka sila, ktora dziatajac na cialo o masie m=1 kg nadaje mu przyspieszenie

rowne a=1 m/s>. Sitg t¢ nazwano niutonem [N].

kg-m

S2

IN=

Wracajac do (3.1) trzeba podkresli¢, ze o proporcjonalnosci sity do przyspieszenia
moéwimy w przypadku oddziatywania réznych sit na t¢ sama mas¢ m (m=const). Jezeli
natomiast ta sama sita F (F=const) dziata¢ bgdziemy kolejno na ciata o ré6znych masach
mj,my,..., to obowiazywac beda zaleznosci

F=mja; =mja,; =..,

m a
skad —1_=2
mp a4

A zatem przyspieszenia uzyskane przez rézne ciala pod dzialaniem tej samej sily sa

odwrotnie proporcjonalne do mas tych ciat.
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Wyrazenie F=ma jest rowniez stuszne, gdy cialo o masie m poddane jest
jednoczesnemu dziataniu kilku sit: Fl,Fz itd. W tym przypadku F jest suma geometryczna
(wypadkowa) wszystkich sit dziatajacych, a a jest przyspieszeniem ciata.

7. wyrazeniem (3.1) wiaze si¢ $cisle tzw. dynamiczny pomiar sity. Wystarczy znac
mas¢ ciala 1 wyznaczy¢ uzyskane przez nia przyspieszenie, aby moc obliczy¢ wartosé

dzialajacej sily.

3.3. Ogolne ujecie drugiej zasady dynamiki

Do wyrazenia (3.1) podstawiamy znane z rozdzialu 2 wyrazenie:

5. 02~V
th -4
i otrzymujemy
F(t, —t;)=mb, —md,.

Iloczyn sity i czasu jej dziatania nazywamy popedem sity. Jest to wektor o kierunku
zgodnym z kierunkiem wektora F.

Iloczyn masy i predkosci nosi nazwe pedu. Jest to rowniez wektor. Kierunek wektora

pedu p jest zgodny z kierunkiem predkosci v. Rownanie ostatnie wyraza, ze wektor popgdu

sity jest rowny wektorowemu przyrostowi pedu wywotanemu przez te sity.

F(ty —t))=Ap (32)
czyli
F=2P
At

Jezeli w czasie tp-t; wektor sity ulega zmianie, to otrzymane wyrazenie przedstawia

sile srednig w czasie At. Zaktadajac, ze czas At zmierza do zera, znajdujemy site chwilowa w
chwili t jako pochodna pedu wzgledem czasu:
F= d(mo) _ . (3.3)
dt dt

Roéwnanie (3.3) wyrazajace site jako pochodna pedu wzgledem czasu jest ogolniejsze
od réwnania (3.1), to ostatnie bowiem jest stuszne jedynie wtedy, gdy ciata poruszaja si¢ z
predkosciami matymi w porownaniu z predkoscia S$wiatta. Gdy predkos¢ ciala jest
porownywalna z predkoscia $wiatta, nalezy uwzglednia¢ zmienno$¢ masy podczas ruchu co

opisuje szczegoOlna teoria wzglednosci. Zmienno$¢ masy wynikajaca z ruchu ciala jest

okres$lona rOwnaniem Einsteina:
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m=——0 (3.4)

\/1—1)2/02

gdzie m oznacza masg ciala bedacego w ruchu, my — mase tegoz ciata w spoczynku, ¢ —
predkos¢ swiatta w prozni (ok. 3000 000 km/s).

Ze wzoru wynika, ze nawet wtedy, gdy predkos¢ ciata rowna si¢ 30 000 km/s, zmiana
masy jest niewielka, mniejsza od 1%. Gdy predkosci zblizaja si¢ do predkosci $wiata (co
moze wystgpowac np. w przypadku mikroczasteczek), masa coraz szybciej rosnie. W tych

warunkach zamiast mechaniki niutonowskiej nalezy stosowa¢ mechanike relatywistyczna.

3.4. Trzecia zasada dynamiki.
Trzecia zasada dynamiki, zwana rowniez zasada akcji i reakcji, dotyczy wzajemnego

oddziatywania dwoch ciat (wzglednie uktadow ciat).

Trzecia zasada dynamiki glosi, Ze jezeli cialo A dziala na cialo B sita FAB, to ciato

B dziata na ciato A sita Fga rowna co do wartoci, lecz przeciwnie skierowana:

Fap =—Fga- (3.5)
Obie sity wystgpuja rownoczesnie, totez nie mozna powiedzie¢, ktora z nich jest sita
akcji, a ktora sita reakcji, co wida¢ wyraznie np. w przyciagania grawitacyjnego dwoch cial.
Czasem jednak umownie odréznia sig site pierwotng — sit¢ akcji i site wtdrng — site reakcji,
np. w przypadku ciala spoczywajacego na podstawie. Nacisk na podstawe traktuje si¢ jako

site akcji, a oddzialywanie podstawy na ciato jako site reakcji. Zestawienie tych sil w

przypadku rowni pochytej przedstawia rys.3.1. Site cigzkos$ci ciata p rozktadamy na dwie
sktadowe: skladowa styczna Ft 1 sktadowa normalna Fﬁﬁ Ta ostatnia jest wlasnie sita
naciskajaca ciata na rowni¢. Odpowiada jej sita reakcji E? . Druga sktadowa sity cigzkosci, a
mianowicie Ft, jest sita wprawiajaca cialo w ruch po réwni. Chcac utrzymaé to ciato w

spoczynku, nalezy t¢ sktadowa zréwnowazy¢ dodatkowa sita, rowniez styczna do réwni,

rowna co do wartosci F;, lecz przeciwnie skierowana.
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Rys.3.1. Ciato A naciska na rownig sita akcji F{f , a rtownia pochyta oddziatywuje

na to cialo silg reakcji 1315 .

3.5. Dynamika ruchu punktu materialnego po okregu.

Zajmiemy si¢ sitami wystgpujacymi podczas ruchu po okregu.

3.5.1. Sila dosrodkowa.

Rozwazmy ruch jednostajny po okrggu z punktu widzenia dynamiki. Zgodnie z I
zasada dynamiki tylko ruch jednostajny prostoliniowy moze istnie¢ bez dziatania sit. Ruch
jednostajny po okregu wymaga juz istnienia sity. Wedlug II zasady dynamiki warto$¢

liczbowa tej sity wyraza si¢ zaleznoscia

F=ma. (3.6)
A pamigtamy (z rozdziatlu 2), ze przyspieszenie a w ruchu jednostajnym po okrggu mozemy
zapisac
2
a=" =’ (3.7)

Uwzgledniajac wyrazenie (3.6) i (3.7) otrzymujemy

mu 2

F= lub F=mo“r (3.8)

r
Kierunek tej sity jest zgodny z kierunkiem przyspieszenia a, tak wigc sila ta dziata wzdhuz
promienia r do $rodka kota. Stad pochodzi nazwa sity dosrodkowe;.

Wstawiajac w (3.8) zamiast ® wartos¢ 2n/T otrzymujemy jeszcze inng postac

wyrazenia sity dosrodkowe;j:

F=m—-—r (3.9)
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Mozna wymieni¢ wiele przyktadow sity dosrodkowej. Gdy kamien przymocowany do
sznurka wprawiamy w ruch po okregu, to sit¢ dosrodkowa wywiera nasza rgka za
posrednictwem napigtego sznurka. Gdy pociag posuwa si¢ po zakrzywionym torze, to
sprezyste oddziatywanie zewngtrznej szyny stanowi silg¢ dosrodkowa. Jesli przyjmiemy, ze
Ksigzyc krazy dokota Ziemi po torze kolowym, to sitl¢ dosrodkowa stanowi przyciaganie
grawitacyjne Ziemi. Podczas krazenia elektronu po kotowej orbicie dokota jadra atomu silg
dosrodkowa stanowi elektryczne przyciaganie ujemnie natadowanego elektronu przez
dodatnio natadowane jadro atomowe.

Zatozmy, ze w pewnej chwili przestaje dziata¢ na ciato sita dosrodkowa, np. przerywa
si¢ sznurek, do ktorego byl przymocowany poruszajacy si¢ kamien. Zgodnie z zasada
bezwladnos$ci ruch ciala nie ustaje, lecz trwa dalej jako ruch jednostajny wzdtuz stycznej do
toru. Oczywiscie, sprawa si¢ komplikuje, jesli oprocz sity dosrodkowej dziataja na to ciato
jeszcze inne sity. Grudki blota odlatuja od kota rowerowego po torze krzywoliniowym, gdyz
do ruchu po stycznej dodaje si¢ ruch wywolany dziataniem sity cigzkosci. Podobnie
przedstawia si¢ ruch odlatujacych od tarczy szlifierskiej opitkow szlifowanych na niej
przedmiotow.

3.5.2. Sila od$rodkowa reakcji.

Zgodnie z trzecia zasada dynamiki dziataniu sity dosrodkowej, na ciato krazace po
okregu, musi towarzyszy¢ dzialanie sity odsrodkowej na tzw. ,wigzy”. Przez wigzy
rozumiemy te ciata, ktore wymuszaja ruch po okregu. W naszych przyktadach takimi wigzani
beda: reka wprawiajaca kamien w ruch za posrednictwem sznurka, szyna kolejowa, Ziemia i

jadro atomowe.
Sita od$rodkowa F,qq jest rowna co do wartosci sile dosrodkowej Fyg, , lecz ma

Zwrot przeciwny:

Faosr = ~Fodsr (3.10)
Sita dosrodkowa (dziatajaca na ciato) nie rownowazy si¢ z sita od$rodkowa (dziatajaca na

wigzy), gdyz obie sily dziataja na r6zne ciala.

3.6. Inercjalne uklady odniesienia. Transformacja Galileusza
Z pierwszej zasady dynamiki wynika, Zze jesli na cialo nie dzialaja zadne sily lub
dzialaja sity zréwnowazone (F=0), to cialo jest nieruchome lub porusza si¢ ruchem

jednostajnym prostoliniowym. Poniewaz ruch jest zmiana polozenia ciata wzgledem uktadu
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odniesienia, mozemy zapytac, czy w kazdym uktadzie odniesienia bgdzie spelniona I zasada
dynamiki Newtona.

Otoz okazuje sig, ze zasada ta obowiazuje tylko w inercjalnych uktadach odniesienia.
Uktady odniesienia, w ktorych 1 zasada dynamiki nie jest spelniona, nosza nazwg uktadéw
nieinercjalnych. Pierwsza zasada dynamiki jest w istocie postulatem, ze uklad inercjalny
istnieje.

Rozpatrzmy dwa uktady odniesienia (rys.3.2): jeden nieruchomy 0 i drugi 0’
poruszajacy si¢ wzgledem uktadu 0 ruchem jednostajnym prostoliniowym z predkoscia v, .
Uktady te orientujemy tak, aby osie x i x’ pokrywaly si¢ i aby kierunek tych osi pokrywatl sig
z kierunkiem ruchu uktadu 0’.

Przyjmujmy ponadto, ze osie y iy’ oraz z i z’ sa do siebie rownolegle oraz ze w chwili
t=0 uktady pokrywaja sig.

Zatozmy, ze chcemy opisa¢ ruch punktu materialnego P z punktu widzenia

obserwatora zwigzanego z uktadem 0 i obserwatora zwigzanego z uktadem 0’.

Vo
A 4 - -
y y’ v V=0+Vj
P a+a
Vo= const
0 0 > >
X

>

VA VA
Rys.3.2. Dwa uktady odniesienia 0 i 0’ poruszaja si¢ wzglgdem siebie ruchem jednostajnym

prostoliniowym. Predko$¢ poruszajacego si¢ ciala jest w obu uktadach rézna, natomiast
przyspieszenie jest jednakowe.

Z rys.3.2. wynika, ze:

X'=x - vyt (3.11a)
y'=y (3.11b)
z'=7 (3.11¢)

Przyjmiemy ponadto, ze w obydwu uktadach odniesienia czas ptynie jednakowo, tzn.

t'=t (3.11d)
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Zaleznosci (3.11a-d) nosza nazwe transformacji Galileusza.
Rézniczkujac powyzsze wzory wzgledem czasu, znajdziemy zwiazki miedzy

wspotrzednymi wektora predkosci punktu P w uktadzie 01 0’

L'y =Ly —V) (3.12a)
L'y =Ly (3.12b)
V', =v, (3.12¢)

. . . L . dv
Rozniczkujac jeszcze raz wzgledem czasu i pamigtajac, ze v =const, czyli d—t‘)zo,

otrzymujemy wspotrzedne wektora przyspieszenia

a'y =ay (3.13a)
a'y=ay (3.13b)
a', =a, (3.13¢)

Z zaleznosci (3.13a-c) wynika, ze przyspieszenie w obu uktadach jest jednakowe.
Mowiac inaczej, przyspieszenie jest niezmiennikiem transformacji Galileusza. Oznacza to, ze
sity dziatajace na cialo sa w uktadach inercjalnych jednakowe. Mozna powiedzie¢ bardziej
ogolnie, ze prawa mechaniki sa niezmiennicze przy przejsciu od jednego uktadu inercjalnego
do drugiego uktadu inercjalnego. Stwierdzenie to nosi nazwe zasady wzgledno$ci Galileusza.
Z zasady tej wynika, Ze nie mozna za pomoca do§wiadczen mechanicznych wykry¢, czy
uktad znajduje si¢ w stanie spoczynku, czy tez porusza si¢ ruchem jednostajnym
prostoliniowym.

Pierwsza zasada dynamiki postuluje istnienie uktadu inercjalnego. Jednak taki uktad
odniesienia jest trudno zrealizowa¢ w praktyce. Uktad odniesienia zwiazany z Ziemia nie jest
uktadem inercjalnym, gdyz Ziemia wykonuje ruch wirowy wokot wtasnej osi i ruch obrotowy
wokol Stonca. Rowniez uklady odniesienia zwigzane z gwiazdami nie sa uktadami
inercjalnymi, gdyz gwiazdy takze wykonuja ruchy niejednostajne. Jednak przy omawianiu

wielu zjawisk fizycznych uktady te mozna traktowaé w przyblizeniu jako inercjalne.

3.7. Praca. Moc. Energia kinetyczna.

Jesli na ciato dziala sita F i w wyniku dzialania tej sily cialo przemiesci si¢ z punktu 1

do punktu 2 o wektor AT (rys.3.3), to wielkos¢
W =F - Af = FArcos o (3.14)
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nazywamy praca W wykonana przez site Fna drodze AT . Kat a jest katem zawartym migdzy

kierunkiem dziatania sily i kierunkiem przesunigcia.

A

Yy
4>
F=const
2
o
1 AT
it e

»
»

X
Rys.3.3. Praca wykonana przez stalg sile¢ Fna drodze prostoliniowej Ar jest rowna F-AT.

Jesli sita jest funkcja potozenia, tzn. Fz?(f), to catkowite przemieszczenie ciata
rozkladamy na n odcinkéw, tak aby w kazdym z nich sitl¢ mozna uwazac¢ za stala. Wowczas
praca calkowita wykonana przez sit¢ F(f) przy przesunigciu ciata z punktu 1 do punktu 2,

ktorych potozenia sa dane przez promienie wodzace 1j i T, wynosi (rys.3.4)

W(l—2)= SF)-AF =2 F 7)-AF (3.15)
i=1 i=1
W granicy
n L3N
lim = Y F(%,)-Af = [F(F)-df (3.16)
Ar—0 = i
Zatem praca W wynosi:
LI L)
W = [F(f)-dr = [F,(r)-dr (3.17)
] n

gdzie F(r) jest rzutem sily ?(r) na kierunek elementarnego przesunigcia dr .
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A
i

»
>

X

Rys.3.4. Jesdli sita jest zmienna, F = F(f) , to praca tej sity dana (3.17)

Na rys. 3.5 przedstawiono geometryczna interpretacjg wzorow (3.15) 1 (3.17).
Zauwazmy, ze jesli cos(F, df)> 0, tzn. kat miedzy kierunkiem Fidr jest mniejszy od 90°, to
wowcezas W>0, czyli praca wykonana przez silg F jest dodatnia. Przyktadem takiej sytuacji
jest praca wykonana przez sity grawitacji podczas swobodnego spadku ciata. Jesli natomiast
cos(F,df)< 0, tzn. kat miedzy Fidr jest wigkszy od 90°, to praca sity F jest ujemna.
Przyktadem takich sit sa sity oporu ruchu.

A

F

r

n
W =Y FAr

v

Rys.3.5. Geometryczna interpretacja wzordw (3.15) 1 (3.17)
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Prace wykonana przez site dziatajaca na ciato mozemy wyrazi¢ przez jego predkosc.

Poniewaz dr = vdt, wiec

W= [F(f)-d = [ FF) Bt (3.18)

I b4
- . . L . do . .
Jesli zalozymy, ze masa ciala jest stala, to wowczas Fzma:md— i wyrazenie (3.18)
t

mozemy zapisa¢ w postaci

62# - U2
W=m [ 6dv=m| B3

V)

L2 2 2
=m—-m— (3.19)

Ly

gdzie v 1 v; sg predkosciami ciata odpowiednio w punkcie 11 2. Wyrazenie

(3.20)

nazywamy energia kinetyczna.

StwierdziliSmy w ten sposob, ze praca wykonana przez sil¢ dzialajaca na ciato jest

réwna zmianie energii kinetycznej tego ciala.
W(—>2)=E, —Eyy (3.21)

Jesli F=0 to W(1 —>2)=0 i wowczas Ey, = E}; . Oznacza to, ze energia kinetyczna ciata
swobodnego, na ktore nie dziataja zadne sity, jest stala.

Jednostka pracy 1 energii jest 1 dzul [J]; jest to praca sity IN na drodze 1 m

1J=1Nm=1lkgm?s 2

Pracg¢ wykonana w jednostce czasu nazywamy moca.

Jezeli w przedziale czasu At zostata wykonana praca AW, to $rednia moc P jest okre$lana

p_AW (3.22)
At

Moca chwilowa nazywamy granicg do jakiej zmierza moc $rednia gdy At =0

b i AW _dW

m —=—— (3.23)
At—0 At dt

Moc chwilowa jest wigc pochodna pracy wzgledem czasu. Jednoczes$nie z (3.23) wynika:

dW=F.dr=F, -dr (3.24)
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gdzie (jak pamigtamy) F; jest rzutem wektora F na kierunek elementarnego przesunigciadr .
Korzystajac z powyzszego (3.23) mozemy przeksztatci¢ do postaci:

dt dt

F,v (3.25)

(3.25) w zapisie wektorowym ma postac
P=F-% (3.26)
Ze wzoru (3.26) wynika, ze moc danej sity F jest proporcjonalna do predkosci U .
Jednostka mocy w uktadzie SI jest wat [W]. Moc jest rowna jednemu watowi, jezeli

stala sita wykonuje prace jednego dzula w czasie jednej sekundy.

w=1
1s

3.8. Dynamika ukladu punktéw materialnych. Srodek masy

W dotychczasowych naszych rozwazaniach dotyczacych dynamiki traktowalismy
cialta poruszajace si¢ jako punkty materialne nie uwzgledniajac ich wymiarow
geometrycznych, ani objgtosci. Obecnie przejdziemy do dynamiki uktadu punktow
materialnych, przy czym warto od razu podkresli¢, ze cialo modelowe o ciaglym rozkladzie
masy (tzw. ciato rozciagte) rowniez moze by¢ traktowane jako uktad nieskonczonej liczby
punktow materialnych.
Zatozmy, 7e uklad jest zlozony z N punktow materialnych o masach m;, my,... m;,... ,my

umieszczonych odpowiednio w punktach Py, P»... P;,... ,Py okreslonych jednoznacznie przez

wektory wodzace 1,T),..T,...,Iy. OczywiScie kazdemu wektorowi wodzacemu T, sa

przypisane wspotrzedne (X;, yi, Zj)-
Srodkiem masy tego uktadu nazywamy punkt S, ktorego wspotrzedne wyrazaja si¢ wzorami:

_AMmiXi o _2Miyi o 2miZi
- > s = s S —
2 m; 2 my 2 my

1 oznacza wskaznik sumowania, ktory zmienia si¢ od 1 do N. Wzory (3.27) mozna zapisaé

X (3.27)

wektorowo za pomoca jednego wzoru

F =T (3.28)

gdzie 1, to promien wodzacy $rodka masy.
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Aby obliczy¢ polozenie $rodka masy ciala rozciaglego dzielmy je w mysli na N
matych czg$ci o masach Amy,Am,,..., Amy . Wzor (3.28) przyjmuje wtedy postac
. XAmiy
[ =——
Z Ami
Gdy liczba czesci N zmierza do nieskonczonos$ci, powyzsze wyrazenie dazy do granicy
~ . A LT
P fim ZAMIT
n—oo ZAmi
Z matematyki wiadomo, Ze granice sum w powyZzszym wzorze wyrazaja si¢ odpowiednimi
catkami oznaczonymi. Zatem
[Tdm
g =
[dm

(3.29)

przy czym [dm =m oznacza catkowita masg ciata.

Dla bryt o regularnym ksztalcie srodek masy pokrywa si¢ ze $rodkiem symetrii. Na
przyktad $rodek masy jednorodnej kuli lezy w jej srodku geometrycznym, $rodek masy
jednorodnego walca znajduje si¢ na osi symetrii w potowie jego wysokosci itp.

Z dotychczasowych rozwazan — o charakterze raczej matematycznym — nie widaé
jeszcze korzysci, jakie wynikaja z wprowadzenia pojecia srodka masy. KorzysSci te wyraznie
si¢ zaznacza, gdy zajmiemy si¢ ruchem postgpowym ciata zlozonego z szeregu punktéw
materialnych o tacznej masie m. Wspohzedna xg $rodka masy spelnia zgodnie z (3.27)
roOwnanie

MXg =MX] + MypXy + M3X3 +..., (3.30)
przy czym, wobec tego ze cialo jest w ruchu, kazda ze wspolrzednych xg,xy,x5,X3,... jest

funkcja czasu. Rozniczkujac (3.30) wzgledem czasu znajdujemy zalezno$¢ migdzy

predkosciami
dXS Xm dX2 dX3
m =mj +my +mj + ...,
dt dt dt dt
MU =MV, +MyLyy +M3V3y +..., (3.31)

gdzie vy, oznacza skltadowa predkos¢ srodka masy ciata w kierunku osi x. Rézniczkujac

drugi raz znajdujemy zwiazek migdzy przyspieszeniami:

dv dv dv dv
m X _m 1x +m, 2X +m; 3x

1 + ...,
dt dt dt dt

mag, =mjajy +Mmpary +mszaszy +..., (3.32)
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gdzie ag oznacza skladowa przyspieszenia Srodka masy ciata w kierunku osi x.
Uwzgledniajac druga zasad¢ dynamiki mozna powyzsze rGwnanie przepisa¢ w postaci
mag, =Fy +Fyx +F34 +..., (3.33)
gdzie Fjy +Fy +F3..., sa skladowymi x-owymi sit wypadkowych, dziatajacych
odpowiednio na masy mj, mp, ms itd.
Dla pozostatych osi y i z mozna wypisa¢ rownania analogiczne. Od tych trzech
réwnan skalarnych mozna przej$¢ do jednego rownania wektorowego:
mag=F +F, +Fy +..=YF (3.34)
A zatem $rodek masy ciata ma t¢ wlasciwos¢, ze iloczyn catkowitej masy m i przyspieszenie

$rodka masy a¢ rowna si¢ sumie wszystkich sit dziatajacych na poszczegélne punkty uktadu.
Sity te mozemy podzieli¢ na zewngtrzne FZ (tzn. dziatajace migdzy punktami uktadu i

punktami znajdujacymi si¢ zewnatrz rozwazanego ukltadu) i wewngtrzne FW (tzn. dziatajace
mig¢dzy punktami danego uktadu):
F=YF, +YF, (3.35)
Dla przyktadu na rys.3.6 jest przedstawiony uklad trzech punktow materialnych
oddziatlujacych na siebie sitami wewngtrznymi, z ktorych jedne sa sitami przyciagajacymi, a
inne odpychajacymi. Sity wewngtrzne moga miec¢ rézne pochodzenie. W ciatach statych sa to
na przyktad sity sprezystosci, w gazach — sity odpychajace wystepujace przy zderzeniach
czasteczek. Na r1ys.3.6 sa takze zaznaczone sily zewngtrzne (dla odroznienia od

wewnetrznych zaznaczone grubg linig).

Rys.3.6. Uktad trzech punktow

materialnych, na ktore dziataja sity

wewnetrzne Fij oraz sity zewnetrzne Fi

Z trzeciej zasady dynamiki wynika, ze sily wewngtrzne wystepuja parami, ktorych
sktadniki sa rowne co do wartosci, lecz przeciwne co do kierunku. Stad wniosek, ze
wypadkowa wszystkich sit wewngtrznych rowna sig zeru i wspomniang wtasciwos¢ srodka

masy mozna wyrazi¢ prostsza zalezno$cig
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mig =Y F, (3.36)

Innymi stowy, $rodek masy ciala porusza si¢ tak, jakby w nim byla skupiona

calkowita masa poddana dzialaniu wypadkowej wszystkich sil zewngtrznych. Stwierdzenie

powyzsze jest stuszne zar6wno w odniesieniu do ukladu sztywnego o niezmiennych

wzajemnych odleglosciach poszczegdlnych czastek, jak réwniez dla uktadu, w ktorego sktad
wchodza czastki wykonujace dowolne ruchy pod wpltywem sit wewngtrznych.

Roéwnanie (3.36) nosi nazwe rownania ruchu ciata.

3.9. Zasada zachowania pedu
W odniesieniu do pojedynczego punktu materialnego druga zasade dynamiki
zapisaliSmy w postaci (3.3)
P-T,
Nasuwa si¢ pytanie, jaki jest odpowiednik tego podstawowego rownania dynamiki dla uktadu
punktéw materialnych.
Wracajac do rownania (3.31) stwierdzilisSmy, Ze iloczyn catkowitej masy uktadu przez

sktadowa predkosci srodka masy w kierunku osi X, czyli sktadowa x-owa pgdu $rodka masy

ps, rowna si¢ sumie sktadowych x-owych peddéw poszczegdInych mas uktadu

Psx =Pix *P2x +P3x T
Uwzgledniajac analogiczne rownania dla pozostalych osi wspohrzednych mozna od
trzech rownan skalarnych przejs¢ do jednego wektorowego:
Ps =P +P2 +P3 +...=Dw (3.37)
gdzie py oznacza ped $rodka masy uktadu rowny mvg, py, - ped wektorowy uktadu.
Tre$¢ réwnania (3.37) mozna ujac nastepujaco: ped srodka masy uktadu (czyli iloczyn
catkowitej masy ukladu i predkosci srodka masy) rowna si¢ pedowi wypadkowemu (czyli
sumie geometrycznej pedow poszczegodlnych jego punktéw materialnych).

Zrézniczkowanie (3.37) wzgledem czasu prowadzi do zaleznosci

dbs _dpy , 4y _dbs

3.38
dt dt dt dt (3.3%)
lub
dpgy dp
&:ﬂ‘ (3.39)
dt dt
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Uwzgledniajac (3.3) stwierdzimy, ze kazdy ze skladnikow sumy po prawej stronie
rownania (3.38) przedstawia site¢ wypadkowa Fl , Fz , F3 ,...dzialajaca na punkty materialne m,

my, ms,... uktadu. A zatem

= _dps _dpy
F=—3 =—tW
2 T

Poniewaz jednak na podstawie trzeciej zasady dynamiki ZFW =0, wigc ostatnie rownanie

redukuje si¢ do postaci
> F, =dg;ts=dl(’1—;”. (3.40)

Zaleznosci te sa odpowiednikiem réwnania (3.3) obowiazujacym w przypadku ruchu
postepowego uktadu punktéw materialnych. Tre§¢ rownania (3.40) mozna wyrazic¢
nastgpujaco: wypadkowa wszystkich sit zewnetrznych dziatajacych na uktad punktow
materialnych réwna si¢ pochodnej wzgledem czasu pedu $rodka masy lub pochodnej
wzgledem czasu wypadkowego pedu uktadu.

Z réwnania (3.40) wynika bardzo wazna zasada zachowania pedu. Zatozmy, ze
wypadkowa wszystkich sit zewngtrznych dziatajacych na rozwazany uktad rowna si¢ zeru.
Wtedy

dI;—:V =0, czyli Py = const. (3.41)
Innymi stowy, gdy wypadkowa wszystkich sit zewnetrznych dziatajacych na uktad réwna si¢
zeru, to wektor wypadkowego pedu catego uktadu pozostaje stalty. Zmiana pedu uktadu moze
by¢ wywotana jedynie dziataniem takich sit zewngtrznych, ktore si¢ nawzajem nie
rownowaza. Zadne sily wewnetrzne nie sa w stanie zmieni¢ wypadkowego pedu uktadu.

Wypowiedzianej wyzej zasady nie nalezy rozumieé¢ w ten sposéb, ze poszczegodlne
punkty materialne wchodzace w sktad uktadu nie moga zmienia¢ swego pedu pod dziataniem
sit wewnetrznych. Wszak ped wypadkowy

Pw =P1 +P2 +P3 +..
Poszczeg6lne pedy p;,ps,P3..- pod dziataniem sit wewngtrznych moga ulega¢ zmianie, ale

zawsze w ten sposob, by ped wypadkowy uktadu pozostawat staty co do wartosci liczbowej i
kierunku.

Zasade zachowania pedu zilustrujemy kilkoma przyktadami. Wyskakujac z 1odki
stojacej przy brzegu jeziora uzyskujemy ped skierowany w strong ladu. Rownoczesnie todka

— zgodnie z zasada zachowania pgdu — oddala si¢ nieco od brzegu uzyskujac ped réwny co do
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wartosci, lecz przeciwnie skierowany. Wypadkowy ped uktadu tédka — cztowiek pozostaje
nadal réwny zeru.

Na zasadzie zachowania pedu opiera si¢ dziatanie sruby okretowej 1 Smigla samolotu.
Sruba odrzuca wode do tyhu, statek uzyskuje ped skierowany ku przodowi. Podobnie $migto
odrzuca do tylu masy powietrza, a samolot przesuwa si¢ naprzod.

Znane sa ogodlnie zjawiska ,,odrzutu” przy uzyciu broni palnej: dubeltéwka czy karabin
,uderzaja” strzelca, bo lufa cofa si¢ (w stosunku do pocisku) przy wystrzale. Zjawisko
odrzutu jest wykorzystywane na szeroka skale w samolotach odrzutowych i pociskach
rakietowych. Zasada ich ruchu polega na tym, ze w specjalnej komorze wewngtrznej odbywa
si¢ spalanie mieszanki wybuchowej. Gazy z duza predkoscia, a wigc 1 z duzym pedem,
uchodza przez otwor w tylnej czesci samolotu lub rakiety, ktore rownoczes$nie uzyskuja ped

rowny co do wartosci, lecz skierowany ku przodowi.
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