Rozdzial 2

KINEMATYKA PUNKTU MATERIALNEGO

Kinematyka zajmuje si¢ opisem ruchu ciat bez uwzgledniania ich masy i bez
rozpatrywania przyczyn, ktore ten ruch spowodowaty.
Przez punkt materialny rozumiemy punkt geometryczny, w ktérym skupiona jest

p€wna masa.

2.1. Ruch bezwzgledny i wzgledny. Uklad odniesienia. Uklad wspotrzednych.

Co to jest ruch? Punkt materialny jest w ruchu jezeli stwierdzimy, ze zmienia si¢ jego
odleglos¢ wzgledem innego ciala. Ruch jako pojecie absolutne nie ma sensu. Zawsze
rozpatrujemy ruch wzgledem jakiego$§ innego ciata (uktadu). Uklad, wzgledem ktorego
rozpatrujemy ruch bedziemy nazywali ukladem odniesienia. Uktadem odniesienia moze by¢
pociag, Ziemia, Uktad Stoneczny, Galaktyka. Potozenie punktu w przestrzeni okreslamy za
pomoca wspotrzednych, przy czym liczba wspotrzednych potrzebna do opisania potozenia
punktu jest rowna liczbie wymiarow przestrzeni. Dla opisania potozenia punktu materialnego,

najczesciej w fizyce, stosujemy nastepujace uktady wspotrzednych:
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1° Kartezjanski uktad wspotrzednych {x,y,z}

? P(X7Y9Z)

Rys.2.1. Kartezjanski uktad wspotrzednych

W przestrzeni trojwymiarowej oprocz wspotrzednych kartezjanskich {x,y,z} stosuje si¢ takze
wspoélrzedne sferyczne {r, 9,¢}.
2° Uktad wspotrzednych sferycznych
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Rys.2.2. Uktad wspotrzednych sferycznych

Przejscie od uktadu sferycznego do uktadu kartezjanskiego opisuja wzory (2.1)
X =r1sin$cos
y=rsin 9sin @ 2.1
Z=rcosd

Transformacja odwrotna (2.2) opisuje przejscie z uktadu kartezjanskiego do uktadu

sferycznego
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r=x2 +y2 +2z2
xz+y2
S=arc tg——— (2.2)
z
p=arc tgZ
X

Trzecim czg¢sto stosowanym uktadem wspotrzednych jest uktad cylindryczny {p,¢,z}.

3° Uktad wspéhrzednych cylindrycznych
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Rys.2.3. Uktad wspotrzednych cylindrycznych

Przejscie z uktadu cylindrycznego do uktadu kartezjanskiego opisuja wzory (2.3)

X =pcos P
y=psin@ 2.3)
z=7

Transformacja odwrotna (2.4) opisuje przejscia z uktadu kartezjanskiego do uktadu

cylindrycznego
2 2
p=yx +Yy
(¢ =arc tgz 2.4)
X
z=12
Na ptaszczyznie oprocz wspodhrzednych kartezjanskich {x,y} bardzo czgsto stosuje si¢

wspotrzedne biegunowe {r,).

25



4° Uktad wspétrzednych biegunowych
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Rys.2.4. Uktad wspotrzednych biegunowych

Miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi {x,y} i wspohrzednymi biegunowymi zachodza

zwiazki (2.5)
X =TCO0SQ, r=\/x2+y2

(2.5)
y =rsinQ, (¢ =arc tgl
z

2.2. Ruch punktu materialnego

Chcac opisa¢ ruch punktu materialnego musimy wybra¢ uktad odniesienia. Nastgpnie
wybieramy najdogodniejszy dla opisu matematycznego danego problemu uktad
wspoirzednych.
Jezeli potrafimy znalez¢ P{x,y,z} i przypisa¢ temu punktowi czas t, to mozemy skonstruowac

wektor wodzacy T = [x,y, z]. Krzywa opisana w czasie przez koniec wektoraT nazywa si¢

trajektoria lub torem ruchu punktu P.

Trajektoria

t(t)

Rys.2.5. Trajektoria ruchu punktu P
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Wektor 7(t) mozna napisa¢ w postaci
t(t)=xi +yj + zk (2.6)

gdzie:

X

y=y(t) 2.7)
z

wektory i, 3, k sa wersorami osi x, y i z w uktadzie kartezjanskim.
Tor punktu materialnego otrzymamy eliminujac czas t z réwnan (2.7).
Ze wzgledu na ksztalt toru ruchu punktu materialnego P wygodnie bedzie nam

podzieli¢ jego ruch na prostoliniowy i krzywoliniowy.

2.3. Ruch prostoliniowy. Predkos¢ ruchu.
Ruchem prostoliniowym nazywamy ruch ciala (punktu materialnego) po torze
bedacym linia prosta. Rozwazmy ruch ciala po prostej, ktorego polozenie okresla

wspoélrzedna s (rys.2.6). Ruch rozwazanego ciala opisuje zalezno$¢ funkcyjna

s=s(t) (2.8)
gdzie: t— czas.
A C D B
O ® @ ® @ >
0 S| ds— 0 S, S

Rys.2.6. Okreslenie predkosci chwilowej w ruchu prostoliniowym.

Predkos¢ $rednia. Jezeli w chwili t; cialo zajmuje potozenie A (wspoirzedna s;), a w
chwili t; potozenie B (wspotrzedna s,), to predkos¢ srednia ruchu jest definiowana wzorem

Sp) =81 _As

2.9
ty —t; At 29)

B:

Predkos¢ Srednia jest wige ilorazem réznicowym drogi i czasu.

Ze wzoru (2.9) mozna okresli¢ glowna jednostke predkosci; jest nia m/s. Oprocz rdéznych
jednostek wielokrotnych, jak np. km/s, mm/s, jest tez dopuszczalna (czgsto powszechnie
stosowana) jednostka km/h.

Predkosé chwilowa. Predkos¢ srednia nie okresla dokladnie ruchu ciala. Prawdziwy obraz
ruchu ciata, np. na odcinku AB lezacym wzdluz osi Os (rys.2.6),otrzymamy, znajdujac
predkos¢ chwilowa w kazdym punkcie tego odcinka. Obierzmy na tym odcinku jaki§ punkt C
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i w jego poblizu punkt D. Jezeli oznaczymy dlugos¢ odcinka CD przez As, a czas jego
przebycia przez At, to predkos¢ s$rednia na odcinku CD wyrazi si¢ wzorem (2.9). Aby
otrzymac predkos¢ chwilowa, nalezy zblizy¢ punkt D do punktu C, tzn. zmniejsza¢ As i At. W

granicy, gdy At dazy do 0, otrzymamy doktadna predkos¢ w punkcie C. Zatem

As ds
v= lim —=—
At—0 At dt

(2.10)
predkos¢ chwilowa jest wigc pochodna drogi wzgledem czasu. Predkos¢ chwilowa nazywamy
tez po prostu predkoscia.
Ze wzoru (2.10) wynika, ze przyrost drogi As w czasie od 0 do t wyraza sig catka
t
As = [vdt (2.11)
0
2.3.1. Ruch prostoliniowy jednostajny.
Jezeli predkos¢ ciala jest stata (nie zalezy od czasu), to ruch jest jednostajny. Ze wzoru
(2.11) przy zatozeniu, ze w chwili t=0, s=0, otrzymujemy wzor na drogg w ruchu
jednostajnym prostoliniowym
s=vt (2.12)
Predkos¢ chwilowa w ruchu jednostajnym jest stata i rowna predkosci $rednie;.

2.3.2. Ruch prostoliniowy zmienny. Przyspieszenie

Jezeli predkos$¢ ciata zalezy od czasu, to ruch nazywamy zmiennym. Niech w chwili t;
predkos¢ ciata wynosi vy, a w chwili t; niech wynosi v;. Przyspieszeniem $rednim ruchu
nazywamy iloraz réznicowy predkos$ci i czasu, co zapisujemy

_ Ly — VU _AU
ty—t; At

|

(2.13)

Rozumujac podobnie jak przy wyznaczaniu predkosci chwilowej, wprowadzamy pojecie
przyspieszenia chwilowego. Przyspieszenie chwilowe, zwane krotko przyspieszeniem, jest

pochodng predkosci wzgledem czasu

dv
a=— 2.14
" (2.14)
Z powyzszego wzoru wynika, ze jednostka przyspieszenia jest m/s’.
Uwzgledniajac zalezno$¢ (2.10) mozemy zapisaé
2
a:i(ﬁjzﬁ (2.15)
dtldt) g¢2

Oznacza to, ze przyspieszenie jest druga pochodna drogi wzgledem czasu.

28



Z réwnania (2.14) otrzymujemy
t
Av = [adt (2.16)
0
2.3.3. Ruch prostoliniowy jednostajnie zmienny.

Ruch, w ktérym przyspieszenie jest state (a=const), nazywamy ruchem jednostajnie
zmiennym. Jezeli a>0, to ruch jest jednostajnie przyspieszony, jezeli za§ a<0, to ruch jest
jednostajnie opdzniony. Przypadek a=0 okresla ruch jednostajny.

Wzér na predkos¢ ruchu jednostajnie zmiennego znajdziemy, catkujac zaleznos¢ (2.16)

t
Av = [adt =at
0

Oznaczajac predkos¢ poczatkowa (gdy t=0) przez vg, a predkos¢ koncowa przez v,
otrzymujemy
Av=v -y =at
czyli
v =y +at (2.17)
Z kolei stosujac ogolny wzor (2.11), znajdziemy wzor na droge w omawianym ruchu. Mamy

t t
As = [udt = [(vg +at)dt=1)0t+%at2
0 0

Jesli drogg mierzymy od chwili t=0, wtedy As=s, zatem
s=00t+%at2 (2.18)

Z postaci wzorow (2.17) i (2.18) widaé, ze predkos¢ zalezy liniowo od czasu, a droga jest

wielomianem drugiego stopnia, zatem wykresem funkcji s=£(t) jest parabola.

2.4. Ruch krzywoliniowy

Na rys.2.7. przedstawiono przyktadowo tor, po ktorym porusza si¢ punkt w ruchu
krzywoliniowym oraz promienie wodzace okreslajace potozenie punktu w dwoch chwilach
czasu. Zatézmy, ze w chwili t punkt znajduje si¢ w punkcie A, a jego potozenie okreslone jest
przez wektor wodzacy f(t). Po uptywie czasu At punkt przemiesci si¢ po swym torze do

punktu B, ktory jest okreslony przez wektor t = r(t + At)z f(t)+ At . Droga, jaka przebyto

ciato w tym czasie, wynosi As.
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Tt+AL—T+AT
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Rys.2.7. Poruszajacy si¢ punkt materialny przemiesci si¢ w czasie At

z punktu A o wektor At do punktu B

Iloraz roznicowy przyrostu wektora AT przez czas At, w ktorym ten przyrost nastapit okresla
wektor predkosci $redniej ©
AT

.
At

(2.19)

Predkos¢ $rednia o jest wektorem o tym samym kierunku co wektor Ar. Jezeli teraz

. . . A .
przedziat czasu At bedziemy skraca¢ (At bedzie dazyt do zera) to stosunek X: bedzie dazyt

do wektora b predkosci chwilowej lub krétko predkosci © ciata w punkcie A.
Predkosé chwilowa wyraza si¢ wzorem:
U= lim Ar_ dr (2.20)
At—0 At dt
Wektor U jest skierowany wzdtuz stycznej do toru i ma zwrot kierunku ruchu.

Jezeli At — 0, to warto$¢ drogi As przebytej przez cialo jest praktycznie rowna |A?|. Dlatego

wartos$¢ liczbowa predkosci (modut wektora predkosci) jest rowna pochodnej drogi wzgledem

czasu
v=[9 = lim As_ds (2.21)
At—0 At dt
Na podstawie wzoru (2.6) wyrazenie (2.20) mozemy zapisa¢ w postaci
—= dr dx - dy - dz - e = =
v=—=—1i+—j+—k=v,i+v,j+Vv,k 2.22
dt dt o di) | dt X yl* Pz (222)
gdzie vy, vy, L, 53 Wspotrzednymi wektora U, przy czym
dx dy dz
Uy =— Ly =—; v, =— 2.23
ot Yoodt Zdt (223)
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Wspoétrzedne wektora predkosci sa zatem pochodnymi wzgledem czasu wspotrzednych
poruszajacego si¢ punktu. Warto$¢ liczbowa predkosci chwilowej czyli modut predkosci,

moze by¢ wyrazona przez wspotrzedne wektora predkosci

U=\/UX2 +v,2 +022 (2.24)

Znajomos$¢ predkosci pozwala obliczy¢ droge przebyta przez ciato (punkt materialny).
Przepisujac wzor (2.21) w postaci

ds = vdt (2.25)
1 catkujac wzgledem czasu w granicach od t; do t;, otrzymujemy droge, jaka przebylo ciato w

tym przedziale czasu

s= [vdt (2.26)

v(t)

»
>

t t, t
Rys.2.8. Droga s przebyta przez poruszajace si¢ cialo w przedziale czasu od t; do t,.

Na rys.2.8 przedstawiono graficzna interpretacje zaleznosSci (2.26).
Przyspieszenie.
Rozwazmy dwa blisko siebie lezace punkty A 1 B na torze ruchu ciata (rys.2.9)
i oznaczmy wektory predkosci ciata w tych punktach odpowiednio przez v; i vy. Wektory te
sa styczne do toru. Ogdlnie przyrost predkosci od punktu A do B wynosi:
AV =0, — Uy (2.27)
Aby znalez¢ graficznie wektor AL przenosimy réwnolegle wektor v, z punktu B do A;

wektor AV jest bokiem trojkata zbudowanego na wektorach V1 v, .
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A

Rys.2.9. Przyrost predkosci AV podzielony przez przyrost czasu At dazy do wektora
przyspieszenia, gdy punkt B dazy do punktu A.

Utworzmy wektor AU/At, gdzie At jest odstgpem czasu, w jakim ciato przesungto si¢ z A do
B. Jezeli bedziemy zmniejszaé At, tzn. zbliza¢ punkt B do punktu A, to wektor AU /At bedzie
w granicy dazyt do wektora przyspieszenia w punkcie A, czyli
a= lim A_T):@:d_zf (2.28)
At—0 At dt g2
Wektor przyspieszenia jest zatem pochodna wektora predkosci, albo druga pochodna wektora
wodzacego wzgledem czasu.

Przyspieszenie a w ruchu krzywoliniowym mozemy zawsze roztozy¢ na dwie sktadowe:

styczna a; inormalng a,, .

yA - /——— normalna do toru w punkcie A
T A

>
X

Rys.2.10. Przyspieszenie styczne a, i normalne a,, w ruchu krzywoliniowym.

d=d, +a, (2.29)
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Sktadowa a; ma kierunek styczny do toru w rozpatrywanym punkcie A i charakteryzuje
szybkos¢ zmiany liczbowej wartosci predkosci. Przyspieszenie to nosi nazweg przyspieszenia
stycznego. W dowolnym ruchu jednostajnym (6 = const) a;=0.

Sktadowa a, nosi nazwg przyspieszenia normalnego, gdyz ma kierunek prostopadly do

stycznej toru w punkcie A. Przyspieszenie normalne charakteryzuje szybkos$¢ zmian kierunku

ruchu. W kazdym ruchu prostoliniowym sktadowa a, =0.

2.5. Ruch po okregu.
Ruch po okregu jest szczegdlnym przypadkiem ruchu krzywoliniowego. Obierzmy

uktad wspotrzednych Oxy tak, by poczatek uktadu znajdowat si¢ w §rodku kota o promieniu r
(rys.2.11)

[
»

Yy
v
vl ) A
7 1 \s
6 N
0 X X

Rys.2.11 . Ruch po okregu

Droga katowa. Polozenie punktu A na okrggu mozna wtedy jednoznacznie okresli¢ za
pomoca kata ¢; kat ¢ nosi nazweg drogi katowej Jednostka drogi katowej ¢ jest radian.
Droge liniowa s przebyta przez ciato po tuku kota mozna wyrazi¢ za pomoca drogi katowej
nastgpujaco
S=Qr (2.30)

Oczywiscie, aby wzor ten byt prawdziwy droga ¢ musi by¢ wyrazona w radianach.
Predkosé katowa. Rozniczkujac wzgledem czasu obie strony rownania (2.30) otrzymujemy

ds_do,

= 2.31
dt dt (231)
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Wyrazenie po lewej stronie réwnania (2.31) jest predkoscia liniowa ciala v, natomiast
pochodng drogi katowej wzgledem czasu, wystepujaca po prawej stronie tego roéwnania,

nazywa si¢ predkoscia katowa .

do
=— 2.32
0=" (2.32)

Predkos¢ liniowa mozna wigc przedstawi¢ za pomoca predkosci katowej i promienia w
postaci

L=Qr (2.33)
Jak wynika z (2.32 ), jednostka predkosci katowej jest [rad - 7! J
Calkujac wzor (2.32 ) otrzymujemy formulg na droge katowa ruchu po okregu

Qo= }(x)dt (2.34)

0

Jezeli predko$¢ katowa w ruchu po okregu jest stala, to ruch taki nazywamy ruchem
jednostajnym po okregu
Okres ruchu. Czas T potrzebny na przebycie drogi katowej =271 nazywamy okresem. Dla

ruchu jednostajnego po okregu

T-2" [s] (2.35)
®

Czestotliwos¢é. Czgstotliwoscia f ruchu po okregu nazywamy liczbg obiegéw punktu po

okregu w jednostce czasu, zatem
f=— (2.36)

Jednostka czgstotliwosci jest [s'l], zwana hercem [Hz].

Przyspieszenie katowe. Gdy ruch po okregu jest niejednostajny, predko$¢ katowa ulega
zmianom, mozemy wowczas wprowadzi¢ nowa wielko$¢ charakteryzujaca ruch, mianowicie
przyspieszenie katowe g, ktore definiujemy jako pochodna predkosci katowej wzgledem
czasu

2
8:d(o:d 0}

e (2.37)

Jednostka przyspieszenia katowego jest [rad s72 J

Calkujac wzor (2.37) otrzymujemy
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t
o= [edt (2.38)
0
W ruchu jednostajnym po okrggu &€=0. Ruch, w ktorym e=const#0, nazywamy ruchem
jednostajnie zmiennym po okregu.

W ruchu jednostajnym po okregu polozenie poruszajacego si¢ punktu A (patrz rys.2.11) jest

jednoznacznie opisane promieniem wodzacym f(t)

(t)=x(t)i + y(t)j (2.39)
gdzie sktadowe x(t) i y(t) sa rzutami wektora f(t) odpowiednio na osi 0x i Oy i wynosza

X(t): rcos@=rcosmt

2.40
y(t)=rsin ¢ =rsin ot (2.40)
Znajac f(t) mozemy obliczy¢ predkos¢ U w tym ruchu
Bzgzdx—(t)f+dy—(t)3=—r0)sin0)tf+rcocosoot3 (2.41)
dt dt dt
Z (2.41) wynika, ze predkos¢ liniowa v czyli |6| ma statg warto$§¢
U:|6|=\/r20)2 sin? ot + 120 cos’ ot = or (2.42)
Obliczmy iloczyn skalarny f(t)~ B(t)
£(t)- o(t) = (r cos ti + rsin wt})~ (— rosin oti + rocos (x)t})z (2.43)

2

-1 oasin(otcosoat+r2

wcosotsinmt =0

Zerowanie si¢ iloczynu skalarnego (2.43) $wiadczy, ze wektor B(t) jest zawsze prostopadty
do wektora T(t).

Poniewaz v i r w rownaniu (2.42) sa wektorami, przy czym wektor v jest prostopadty do
wektora T, zatem zalezno$¢ (2.42) mozemy zapisac

U = OXT (2.44)
Z definicji iloczynu wektorowego (2.44) wynika, ze wektor predkosci kotowej @ jest
prostopadlty do ptaszczyzny okregu. Z racji (2.37) wektor przyspieszenia katowego € jest
rowniez prostopadly do ptaszczyzny okregu (patrz rys.2.12).
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Sy Oy

v

v

Znajac wyrazenie na predkos¢ v w ruchu jednostajnym po okrggu dana rownaniem (2.41)
mozemy obliczy¢ przyspieszenie tego ruchu a
a= o _ —ro’
dt

2

cos oti — re” sin mt} (2.45)

Warto$¢ przyspieszenia a czyli |5| ma statg warto$¢,

4

a :|5| = \/r2w4 cos? ot +r’w? sin? ot = w’r (2.406)

ktora np. (2.42) mozemy zapisaé
a=—o (2.47)

Obliczmy iloczyn skalarny v -a

v-a= (— rosin oti + rocos cot})~ (— rw? coswti — ro> sin wtj)z

2

(2.48)
=r 0)3 sin ot cos ot — r20)3 cosotsinwt =0

Zerowanie si¢ iloczynu skalarnego (2.48) S$wiadczy, ze przyspieszenie a w ruchu

jednostajnym po okreggu jest zawsze prostopadte do wektora predkosci V. Z powyzszego jak
rowniez z (2.29) wynika, ze sktadowa styczna a; przyspieszenia jest rowna zeru, za$ sktadowa

normalna a, wynosi

a, =— (2.49)
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Przyspieszenie a = a, w ruchu jednostajnym po okregu nazywa si¢ niekiedy przyspieszeniem
dosrodkowym, podkresla sig w ten sposob, ze jest ono skierowane do srodka okrggu.

Trzeba raz jeszcze podkresli¢, ze w ruchu jednostajnym po okrggu, mimo istnienia
przyspieszenia dosrodkowego, wartos¢ liczbowa predkosci liniowej v nie ulega zmianie.
Istnienie przyspieszenia dosrodkowego wplywa jedynie na zakrzywienie toru, czyli na zmiany

kierunku wektora V.
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