Zadania do rozdziatu 7.

Zad.7.1.

W wierzchotkach kwadratu o bokach a umieszczono jednakowe tadunku —g. Jaki
tadunek Q o znaku przeciwnym trzeba umiesci¢ w srodku kwadratu, aby sita wypadkowa
dziatajaca na kazdy tadunek byta rowna zeru?

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy sity dzialajace na tadunek 1. Pozostanie on w rownowadze, jezeli suma sil nan
dzialajacych bedzie réwna zeru.

F, +Fy +F4 +F5 =0

Powyzszy warunek jest rtownowazny

F+[Fs | =[Fs| )
gdzie ‘IE‘ = |FZ +FZ
Zgodnie z prawem Coulomba
2 2
Boop - @ p_a’V2
2=k = 5 = 3
4nea 4mea
2 2
Fy = q __4
2 2
47t8(a\/§) Smea
o 9Q _ dQ
> J2 2 2nea’
a 4,“{3}
2
Po podstawieniu powyzszych wyrazen do

4 réwnania (*) otrzymamy:

2 2
2
q L4 qQ
4mtea

8mea 2nea

1 stad

Q=

(1+2v2)

g
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Taki sam tok rozumowania mozna zastosowa¢ dla kazdego tadunku Q umieszczonego w

pozostatych wierzchotkach kwadratu.

Zad.7.2.

Cztery jednakowe tadunki q umieszczono w narozach kwadratu o bokach a. Znalez¢

natgzenie 1 potencjat pola elektrycznego w §rodku kwadratu?

Rozwigzanie:

Widzimy, Ze El =E2 =E3 =E4.
Z geometrii uktadu fadunkoéw wynika, ze

Natezenie pola elektrycznego E w $rodku
kwadratu wynosi:

E=E1+E2 +E3 +E4, gdzie:

1 Q 1 q4 ¢

E« =E = - -
! ‘ 1‘ Ang r12 4ne 42.2 2n@m?
4ne r22 dne 22.2 2nam?
E3 :‘E:), = 1 gz 1 . q4 = 9
4ne r32 dne 22.2 2na?
= 1 Q4 1 q4 q
Ey =[E4| = : =

4me rf dne 432.9 2pe?

By =By iby, =—E,

Zatem natgzenie pola E w $rodku kwadratu wynosi:

E=E1+E2 +E3 +E4 =0

Potencjat V pola elektrycznego w $rodku kwadratu wynosi:

V=V, +V, + V3 +V,, gdzie:

1 Q I g2 g2

Vi=——. = =

'™ 4ne 1 4nea2  4nea
1 Q 1 q2 g2
4ne 1) 4TESa\/E dmea
1 Q3 1 q2 q2

Vy=——— =

4ne I3 :4nsa\/§_4nsa



Vel Qa_1a2_ a2
7 4ne ry 4nea2 4na

WidZimy, 7Ze Vl = V2 = V3 = V4.
Potencjat V pola elektrycznego w $rodku kwadratu wynosi

2 _av2

dtea me

V:V1+V2 +V3 +V4 =4
Zad.7.3.

Obliczy¢ potencjat pola elektrycznego w punkcie o wspdtrzednych (x,y), dla uktadu
trzech tadunkéw: Q =q, Q, = 2\/§q, Q3 =—q umieszczonych w punktach o wspotrzednych:

Q (O, a), Q> (0,0), Q3 (a,O). Wyznaczy¢ V dla punktu P(a,a).

Rozwigzanie:
y
P(xy)
Q=q
<
e @ >
szzﬁq :N—Va i Q=q X

Calkowity potencjal pola elektrycznego V(x,y) w dowolnym punkcie P(x,y), mozna

przedstawié jako sume potencjatow V(r;), V(r, )i V(r3 )wytworzonych w tym punkcie przez
kazdy z fadunkoéw z osobna
V(%,y)=V(r )+ V(r2)+ V(r3)

1 Q _1g
V)= - UL d
ne 1 4nen

V(I‘ )_ 1 QZ_ 1 2\/5(1
27" 4ne rp 4me 1y
1 Qs 14
Vi) =% L 4
TE I3 dnerg
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Ale
2
Iy = \IXZ +y2

r=yx2 +(y—a)?
ry =4/(x—a)? +y?

Zatem

q 1 L2 1
e x2rly-a) Axey? x-a) ey

Potencjal w punkcie P(a,a) wynosi

v<a,a>—i(1+&_1]

V(x,y)=

4nela a2 a

Zad.7.4.

Obliczy¢ natgzenie pola elektrycznego w otoczeniu tzw. dipola elektrycznego, tj. uktadu
dwdch réznoimiennych, jednakowych co do wartosci tadunkow elektrycznych +Q1-Q,
rozsunietych na odlegto$¢ a, biorgc pod uwage tylko punkty lezace na osi dipola (patrz
rysunek).

Rozwigzanie:
Q 0 +Q E A E., oédipola

=TT T

Wezmy pod uwage punkt A lezacy na osi dipola w odleglosci r od jego srodka 0. Natezenie

E A pola w punkcie A jest wypadkowa natgzen pol wytwarzanych w punkcie A przez tadunek

+Q i —Q. Oba nat¢zenia E L1 E_ sa skierowane wzdhuz tej samej prostej, lecz maja zwroty

przeciwne, a zatem ich suma geometryczna sprowadza si¢ do réznicy arytmetycznej:

EA =E+ +E_
1 Q 1 Q

A ane (r—aj2? 4ne (ra/2)?’

. Q (r+al2P—(r-a/2)?

dne  (r+a/2)*(r—al2)?
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Q 'r2+ra+a2/4—r2+ra—a2/4
2
ame (rz—a2/4)
1 2Qra
A=47I8.
(rz—a2/4)2

Takie jest wyrazenie og6lne na natezenie pola w punktach lezacych na osi dipola. Dla punktéw

Ea =

E

lezacych daleko od tadunkéw dipola (tzn. gdy r>>a) otrzymujemy wzor przyblizony
L1 2Qa
dne 3
lloczyn tadunku Q dipola i odleglo$ci a nazywamy momentem dipola. T¢ nowg wielkos¢
traktujemy jako wektor o kierunku od tadunku ujemnego do tadunku dodatniego dipola i

oznaczamy symbolem p.

Q a  +Q
P=Qa

A zatem natezenie pola elektrycznego w punktach lezacych na osi dipola w odleglosci r
znacznie wigkszej od a wynosi

12

E
4rg 3

I

Zad.7.5.
Na powloce kulistej o promieniu R rozmieszczone sg rownomiernie tadunki elektryczne
z gestoscig powierzchniowg 6. Znalez¢ natgzenie pola i potencjatl w odlegtosci r od $rodka kuli.

Rozwigzanie:

Gestos$¢ powierzchniowa o tadunku méwi nam jaki tadunek elektryczny jest umieszczony na

s=da|C
ds m2

Na powloce kulistej o promieniu R umieszczony jest fadunek Q
Q=0o-S

jednostce powierzchni ciala.

gdzie S =4nR? - pole powierzchni kuli.
Ladunek ten umieszczony jest tylko na powierzchni kuli tak, ze wewnatrz kuli jak 1 na zewnatrz

nie ma innych tadunkow.
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Jezeli wspotsrodkowo z powloka kulistg o promieniu R utworzymy (w myslach) powierzchnig
kulista o promieniu r, to na tej powierzchni (zwanej powierzchnia gaussowska) wektor E ma
statg warto$¢ i jest zawsze prostopadty do powierzchni ( E || ds) i wtedy E.ds=Eds.

Stosujemy prawo Gaussa, ktore mowi, ze strumien nat¢zenia pola elektrycznego @ g przez
powierzchni¢ zamknigtg S ( przez nasza utworzong w myslach sfer¢ o promieniu r) jest rowny

calkowitemu fadunkowi Q zawartemu wewnatrz tej powierzchni (w naszym przypadku

tadunkowi Q znajdujacego si¢ na powierzchni kuli o promieniu R lezacej wewnatrz kuli o

. . L1
promieniu r) pomnozonemu przez czynnik —.

Ale

Dpg=f E.ds={ E-ds=E{ ds=E-4m>
S S S

Dla r<R (wewnatrz powtoki kulistej o promieniu R) tadunek Q nie wystepuje, wiec

E-4mr? =0
1 wtedy natgzenie pola elektrycznego wewnatrz natadowanej powierzchniowo kuli wynosi zero.
E=0
Dlar >R czyli w przypadku gdy gaussowska powierzchnia ( ta utworzona przez nas w myslach
powierzchnia kulista o promieniu r) obejmuje natadowang powlok¢ o promieniu R prawo

Gaussa mozemy zapisac:

E-4nr2:l-Q
€

E-dm?=1.47R2 .o
&

2
E(r)= GRZ . dlar=R otrzymujemy: E(R)=

c
er €

Zatem natezenie pola elektrycznego wewnatrz natadowanej powtoki kulistej jest rowne zeru,
na jej powierzchni osigga warto$¢ o/e, nastgpnie maleje odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu

odlegtosci i jest skierowane prostopadle do powierzchni kuli (rys. a).
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Potencjal pola V wyznaczamy korzystajac z wzoru definicyjnego, ze

\Y
V) =A%
qdo0
Dlar>R
©, = © - % GR2
r r r e
2 2 *
Rc® R
WAoo:—qo Gfidr:qo G(_EJ
€ rr2 € r
r
2
R ]
Wy, =20 cl i wtedy
€ r
RZG R G'R
V(r)= . dlar=Rotrzymujemy:  V(R)=
er &
Dla r<R
o _ R ©  GR?
T r R er
2 o0
oR 1
WAOOIO-I-C[O—[__j
e r R
goRo
W, =0
€
i wtedy
-0
V(r):T:COHSt

Wykres funkcji V(r) przedstawia rys. b.
Zad. 7.6.

Znalezé natezenie pola elektrycznego E w odlegloéci r od nieskoficzenie dhugiej

prostoliniowej nici natadowanej fadunkiem elektrycznym z ggstoscig liniowa A.
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Rozwigzanie:
Gesto$¢ liniowa tadunku A mowi nam jaki tadunek elektryczny jest umieszczony na jednostce

dhugosci nici.

= 9Q {E}
dl [ m
Na odcinku nici o dlugosci 1 umieszczony jest tadunek Q
Q=x-1

Z symetrii uktadu (rozkladu tadunku)
wynika, ze natezenie pola E bedzie
skierowane prostopadle do powierzchni

bocznej nici.

Opierajac  si¢ na twierdzeniu Gaussa

mozemy zapisac:

4

|

|

| Q
| Ppg=fE-ds=—
|

|

|

|

|

(o5
172
4
»
o

1 S €

- 4

gdzie S jest powierzchnig walca
wspotsrodkowego z nicig o wysokosci 1 1

promieniu r.

®pg=fE-ds= ] E-dsp+2 [ E-dspeq
S

Sb Spod

Ostatni czton w tym wyrazeniu znika, gdyz

strumien przechodzacy przez podstawe

walca jest rowny zeru, poniewaz

-
E
A

o

aspod 1LE ,coczyni, ze: E- aspod =0.

Ze wzgledu na stala warto$¢ ‘E‘ na

i
l
\ 4

md

powierzchni bocznej walca zachodzi:

fE-ds= [ E-dsy, =E [ ds=E2nr-1
S S, Sy

md
md

o

Zatem

E.2Tcr.1:l.Q
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Zad.7.7.

Obliczy¢ pojemnos¢ C kondensatora cylindrycznego o promieniach elektrod
(cylindréw) Ri1 1 Rz oraz dlugosci 1, wypelionego dielektrykiem o przenikalno$ci
elektrycznej ¢.

Rozwigzanie:
Wychodzimy ze wzoru definicyjnego
pojemnosci

‘ c-_Q _Q_Q
Vi-V, AV U

Gdzie U to napigcie, (czyli rdznica
potencjatéw AV =V, -V, migdzy

elektrodami kondensatora.

Na wewngetrznej elektrodzie cylindrycznej o

promieniu Rj znajduje si¢ tadunek Q

rOwnomiernie roztozony na tej elektrodzie.

Z symetrii rozktadu fadunku wynika, Ze natezenie pola Ew przestrzeni miedzy elektronowe;j
bedzie skierowane prostopadle do powierzchni pobocznicy walca (elektrody).

Jako powierzchnie Gaussa wybieramy powierzchni¢ walca o promieniu r i wysoko$ci 1, ktoérego
o$ symetrii pokrywa si¢ z osig kondensatora (z osiami walcow o Ry i R?).

Opierajac si¢ na twierdzeniu Gaussa mozemy zapisac

(DES =§E'aS=g
b s 8

gdzie S=Sj + 2S04 Jest powierzchnig catkowita walca o promieniu r i wysokosci . Na

wielko$¢ tej powierzchni S sktada si¢ powierzchnia pobocznicy walca Sy =2nr -1

oraz dwie powierzchnie podstawy Spod = nr? Zatem
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q)E,S :fﬁ-as: I E-asb +2 I E-aspod
S Sy Spod

Ostatni czton w tym wyrazeniu zanika, gdyz strumien przechodzacy przez podstawy walca jest

réwny zeru poniewaz dla 1>>r ds pod L E co czyni, ze: E- aspod =0.

Ze¢ wzgledu na statg warto$¢ ‘E‘ na powierzchni bocznej walca gaussowskiego zachodzi:

Sy N

; 1

czyli E-2nr-1=—-Q; E = Q 1

€ 2nel r

Znajac E w przestrzeni miedzy elektronowej obliczamy U
R R R,
U=AV= | E(r) dr:—Q 1dr:—Q (Inr)

R, 2mel R, T 2mel R,

C _g 3 Q _ 2mnd
U

&ln Ry In Ry
27‘[81 Rl Rl

Co 2nel

|n &

R1

Zad.7.8.
N kondensatoréw o pojemnosciach C4,C5,C3,... ,C jooos ,CN potaczono w baterig

raz szeregowo, raz rownolegle. Oblicz pojemno$¢ elektryczng powyzszych baterii
kondensatorow.

Rozwigzanie:

a) polaczenie szeregowe

+Q-Q+Q-Q+Q-Q Q-Q +Q-Q
oG o G
TR T <« “«
U U U LU Uy
| U |
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Napigcie U przytozone do baterii N szeregowo polaczonych kondensatoréw jest rowne sumie

spadkow napigé na poszczegdlnych kondensatorach
U=U;+Up+Uz+.. +Uj+.. +Uy (%)

Na oktadce kazdego kondensatora zgromadzony jest jednakowy tadunek Q.

Z definicji pojemnosci C wynika, ze

C:g; Ul:giuzzgiu3=q U-—Q Uy = Q

U C, C, Cs 1o Cn
Po podstawieniu do (*) otrzymujemy:
U:Qi+i+i+... +i+... i
C, C, Cj Cj Cn

1 u 1 1 1 1 1
— +—F—F.. +—+..

= —_—= — + [
Cws Q C; Cp C3 Cj CN
Ostatecznie bateria kondensatoréw utworzona z N kondensatorow potaczonych szeregowego

ma pojemno$¢ Cys taka, ze

1 1 1 1 1 1
— =t —+—+.. +—+.. +—
Cws Ci Co Cj Cj CnN
a) potaczenie rownolegle
cllc Przy pofaczeniu réwnoleglym kondensatorow na kazdym
kondensatorze panuje to samo napigcie U, ale zgromadzony
Gl lc jest na ich elektrodach inny tadunek.
—
Zatem tadunek calkowity Q zgromadzony w baterii
Gl 1S kondensatoréw o pojemnosci C nosi
+—1 |~ W 0 POj WR WY
: : Q=0Q;+Q2+Qz+.. +Qj+.. +Qn (*)
| |
+& &+ Z definicji pojemnosci C wynika, ze:
I I Co Q.
I I U’
| |
Cy] | & Q1=CU, Q;=CrU, ... ,Qj=CjU,... ,Qn=CnU
Oraz Q= CWR -U
&

Po podstawieniu do (**) otrzymujemy

Cwr -U=CU+CoU+C3U+... +CjU+.. +Cy\-U

OstatecznieCyygr =C1 +C +C3+... +Cj+... +Cy
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