Zadania do rozdzialu 6

Zad.6.1.

Wyprowadzi¢ réwnanie ruchu drgan wahadta matematycznego. Oblicz okres T wahadta
matematycznego o dtugosci =10 m.
Rozwigzanie:
Wahadlo matematyczne jest to punkt materialny (np. w postaci kulki K o masie m i bardzo
matym promieniu) zawieszony na niewazkiej i nierozciggliwej nici. Wychylajac ni¢ o niewielki
kat B od polozenia pionowego 1 puszczajac swobodnie kulke K wywotujemy jej drgania dokota
polozenia rownowagi D.

0 W  dalszych  rozwazaniach  pomijac
bedziemy sity oporu zaktadajac, ze na kulke
dziata tylko sita cigzkosci F = mg.

Site t¢ rozkladamy na dwie sktadowe. Jedna
z nich F, dziata wzdtluz nici powodujac
tylko jej naprgzenie, druga Fi styczna do
toru wahadla, wywoluje jego ruch w

kierunku  punktu roéwnowagi D z

przyspieszeniem a. Przyspieszenie liniowe

O-__
a obliczamy ze wzoru
a=l|dl= x| =¢-1
gdzie £ to wektor przyspieszenia kgtowego
wahadla, ktorego warto$¢ wynosi:
d?p
E = —
dt?
Zatem
d*p l
a=—-
dt?

Przyspieszenie a wywotuje sita F; = F - sin f3.
Stosujac I zasade dynamiki Newtona dla ruchu postepowego otrzymujemy
m-a=—F

Znak (-) przy F1 bo wektor ﬁl jest przeciwnie skierowany do wychylenia 3.
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m-ﬁ-lz—mg-sinﬁ
a?g_ g
—7 = T sinf (1)

Widzimy, ze powyzsze rownanie ruchu wahadta matematycznego nie jest rownaniem ruchu
drgan harmonicznych o ogdlnej postaci

T8 = —w,?A @
Gdy katy B wychylenia nici od potozenia pionowego sa male (nie przekraczaja 5-6°), wowczas
dla B mierzonego w radianach zachodzi

sinB=pf
Wtedy rownanie (1) przyjmuje postaé

dzﬁ__g
a = 1P ®)

Roéwnanie (3) jest rownaniem drgan harmonicznych wahadta matematycznego. Porownujac (2)
i (3) widzimy, ze

9
(1)02=7

W, = 2?71' gdzie T — okres drgan

Stad

l
T =2 |[—

T =21 |—2 628
~ T l981imysz e

Okres drgan wahadta matematycznego o dlugosci I=10 m wynosi 6.28 s.

Q

Zad.6.2.
Wyprowadz rownanie ruchu drgan wahadta fizycznego wokoét osi 0 umieszczonej w
odleglosci d od $rodka cigzkosci S tego wahadla. Masa wahadla wynosi m za$§ moment

bezwtadnosci wynosi 1.
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Rozwigzanie:
Wahadlo fizyczne jest to bryla sztywna

dowolnego ksztaltu o $rodku cigzkosci w
punkcie S, zawieszona w ten sposob, ze
moze si¢ obraca¢ bez tarcia dookota osi
poziomej przechodzacej przez punkt 0.

Odlegtos¢ 0S od srodka cigzkosci do
osi obrotu oznaczmy przez d, mas¢ bryly
przez m, za$§ moment bezwladno$ci bryty
wzgledem osi obrotu przez I.

Na rysunku wahadlo jest juz

wychylone od potozenia rownowagi.

Miara wychylenia jest kat © oznaczony na rysunku. W tym polozeniu na wahadlo dziala
moment sity ciezko$ci M, rowny M = |M| = |3 X ﬁ'| = —mgdsin6.
Moment M skierowuje wahadto w strong potozenia rownowagi (przeciwnie do wychylenia 0)
co uwzglednia znak (-).
Stosujac drugg zasad¢ dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego bryly sztywnej otrzymujemy

[-e=M

I-dz—gzmgd-sine

dt?

d?60 mgd .
—Zzi-SlnH @))
dt I

Widzimy, ze powyzsze réwnanie ruchu wahadta fizycznego nie jest rownaniem ruchu drgan
harmonicznych o ogdlnej postaci

d2A
el —w, %A (2)

Gdy katy © wychylenia wahadta od potozenia pionowego sa male (nie przekraczajg 5-6°),
woOwczas dla 6 mierzonego w radianach zachodzi

sinf =~ 0
Wtedy rownanie (1) przyjmuje postac

d’6 _  mgd

= ©)

dt? l
Roéwnanie (3) jest rownaniem drgan harmonicznych wahadta fizycznego. Poréwnujac (2) 1 (3)

widzimy, ze czgstos¢ kotowa o drgan wlasnych wahadta fizycznego wynosi
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mgd
Wy = |——

l

lloczyn mgd jest maksymalng wartoScig momentu sity ciezkosci odpowiadajagcg wychyleniu

wahadta o kat 6 = 90°0d potozenia rownowagi. Nazywamy ja momentem kierujgcym wahadta

1 oznaczamy literg D:

D=mgd.

= |2
wo_ l,
T =2 l

Zatem

za$ okres drgan

Zauwazmy, ze wahadlo matematyczne (zad.6.1) mozna uwaza¢ za przypadek szczegdlny

wahadla fizycznego. Podstawiajagc I = ml? i D=mgl otrzymujemy znany wzér na okres

wahadta matematycznego:

ml? \/7
T=2n |[—=2m |—
w}mgl g

Zad.6.3.

Rura o przekroju S = 0,3 cm? zgieta w ksztalcie litery U wypelniona jest stupem cieczy

o masie m = 121 g 1 gestosci p = 13,6 glcmg.Ciecz wytracono z potozenia rownowagi. Czy

drgania beda harmoniczne? Od czego zalezy okres T drgan.

Rozwigzanie:

X“

X +-——

v F(x)
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Gdy wytracimy ciecz z rOwnowagi o X to na
cala mase m cieczy dziala sita
F(x)=—-2x-S-p-g , (rowna ciezarowi
fragmentu cieczy 2x wychylonego z
potozenia rownowagi) powodujaca powrot
cieczy do potozenia rownowagi.

Stosujac druga zasade dynamiki Newtona
dla tego uktadu otrzymujemy

m-a = F(x) 1)



. . d?x . .
Wiedzac, ze a = ey (1) mozemy zapisac:

d?x s
mn de? x P9
d’x _ 2:Spyg
a2 m x (2)

Widzimy, ze réwnanie ruchu drgan stupa cieczy w U-rurce jest rownaniem ruchu drgan
harmonicznych o ogdlnej postaci

d2A
prod —w,2A (3)

Poréwnujac (2) 1 (3) obliczamy

28
w, = =24, oraz
m
T =21 |—
~ " [25pp
- 0.121kg -0
~ T 127(0,3- 10-9)m2(13,6 - 103)kg/m® - 9.81m/sz >

Zad.6.4.

Obliczy¢ logarytmiczny dekrement ttumienia A drgan, jezeli w ciggu t = 10 s trwania
ruchu, energia mechaniczna drgajacej na sprezynie o stalej sprezystosci k masy m maleje do
polowy. Okres drgan ruchu ttumionego wynosi T =2 s.

Rozwigzanie:

Age Pt T
Aoe—ﬁ(t+T) - ﬁ

Z definicji  A=1In
Dla chwili ;=0 amplituda drgan wnosi:  A; = A,e Pt = 4,

Dla chwili to=t amplituda drgan wynosi: A, = Aje Pt

Energia mechaniczna E w kazdej chwili t drgan jest rowna sumie energii potencjalnej Ep i
kinetycznej Ex i wynosi:

1 2
E = Ep+E = kA

gdzie A to amplituda drgan w danej chwili.

Zatem

w chwili t; =0 energia uktadu wynosi E; = %kAlz,
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a w chwili t =t energia uktadu wynosi E, = %kAZZ.

1 2
ﬂ _ EkAl _ A12 _

Zatem 5, = %kAzz == 2
Czyli L2
Az
Ale A =4, A,=Ae Pt
Zatem
L =+/2: eft =2
Ay e Bt ' ’
Bt = In2 stad p=1In2
Znajac B 1 T obliczamy A
T
A=BT = ?lnz
2s
A=——"-In2==0.2In2=0.1386
10s

Logarytmiczny dekrement thlumienia A wynosi 0.1386.

Zad.6.5.
Rownanie drgan niegasnagcych dane jest w postaci y = 10 sin(0,5xt) [cm].

a) Znalez¢ rownanie fali, jesli predkos¢ v rozchodzenia si¢ drgan wynosi 300 m/sek.

b) Napisac 1 przedstawi¢ graficznie rownanie drgan dla punktu odlegtego o x = 600 m od Zrdédia
drgan.

c¢) Przedstawi¢ analitycznie 1 graficznie rownanie drgan dla punktéow fali w momencie czasu
t = 4s od poczatku drgan.

Rozwigzanie:

Roéwnanie fali mozemy zapisaé

. X
y(x,t) = Asinw (t — ;) 1)
Roéwnanie (zrodta fali) drgan niegasngcych ma postaé
y(t) = 10sin(0,57 - t) (2

Roéwnanie drgan punktu dla x=0, czyli zrodta fali, opisane przez rownanie fali (1) wynosi
y(0,t) = Asin (a)t — %) =Asinwt (3)

Poréwnujac (2) 1 (3) zauwazamy, ze
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|l

A=10cm w=05r== H

2 1ls

Wiedzac, ze w = ZFR obliczamy T
M. T=4s
T 2

Ad.a Ogolne réwnanie fali ma postaé

y(x,t) =10 sin%(t — ;ﬁ)

Ad.b Rownanie fali dla x = 600 m ma postac

o 600 (TN .
y(600,t)—105m5(t—ﬁ)—105m(2 t T[)— 105m2t

y(600,t)4
10 —

| | -
] 1 2 3 4 5
-107

Ad.c. Rownanie fali dla t=4 s ma postac

y(x,4) = 10sinz(4_i) — 105in(2n— T X )

2 300 2-300
(x,4) = —10 sin——
y(x,4) = Sm600
. . . —Z_T[—L . -
Widzimy, ze k = TS czyli A=1200 m.
y(x, 4) 4 2=1200 m
10
-‘ >
| 500 1200 X
.10
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Zad.6.6.
Drgania akustyczne majace czg¢stos¢ v=500 Hz i amplitude A=25 mm rozchodzg si¢ w
powietrzu. Dhugos¢ fali wynosi A=70 cm. Znalez¢: a) predko$¢ rozchodzenia si¢ drgan, b)

maksymalng predkos¢ czastek powietrza.

Rozwigzanie:

Roéwnanie fali ma postac:

y(x,t) = Asinw (t —g)

Ad.a Miedzy predkoscia v rozchodzenia drgan a A, T i v zachodzi zwigzek

1
v=0.7m- 500; = 350m/s

Predko$¢ rozchodzenia si¢ drgan w powietrzu wynosi 350 m/s.

Ad.b Maksymalna predkos¢ drgan czastek V obliczamy z zaleznosci

d d
V=d—}t]=—t[Asinw(t—g)]

V=Aa)cosa)<t—§)

X
gdy cosa)(t—;) =1
to Vinax = Aw
Ale w=2=2my
T
Wtedy Vinax = A" 2mv

Vinax = 0.025m - 6.28 - 500 = 78.5 m/s

Maksymalna predkos¢ drgan czastek powietrza wynosi 78.5 m/s.

Zad.6.7.

Jaka réznice faz Ap beda miaty drgania dwdch punktow, znajdujacych sie w odleglosci
X1=10 m i Xp=16 m od Zrodta drgan. Okres drgan wynosi T = 0,04 s i predko$¢ rozchodzenia
si¢ drgan - V=300 m/sek.
Rozwigzanie:

Rownanie fali ma postaé

_ . _x\ _ .
y(x,t) —Asmw(t u) =Asing
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gdzie p=w (t - f) - to faza drgan punktu (x,t).

v

y(x1,t) = Asin[p(xy, t)] = Asinw (t - %)

y(xz,t) = Asin[p(x,,t)] = Asinw (t - %)

Zatem roznica faz ~ Ap = @(x,,t) — @ (x4, 1)

A(pza)(t—%)—w(t—%)=wx1;x2

2T
ale w==
T

wiec Ap = 2?”%

g = Zn(xll— X5)

A=v-T=300m/s-0.04 =12m

X, — Xy =10m — 16m = —6m

B 2m(—6m) B
12m

A

Roéznica faz Agp drgan dwu punktow x1 i X2 Wynosi -m.
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