Zadania do rozdziatu 1.

Zad.1.1.

Wykaza¢, ze w wyniku sumowania wektorow a i b tworzacych kat 0 otrzymuje si¢
nowy wektor ¢ taki, ze jego rzuty na prostokatne osie x iy spetniajg zaleznos$ci:
Cy =ay +by, cC

y=ay+by

Rozwigzanie:
Wybieramy uktad wspétrzednych Oxy tak jak na rysunku.

Stosujac zasadg¢ rownolegtoboku znajdujemy wektor ¢. Jego rzuty na osie wspotrzednych sa
odpowiednio rowne cx I Cy. Proste rozwazania geometryczne wykazuja, ze
=a

Cy =ay +by 1 ¢ +by

y y
Z rysunku tez wida¢, ze nachylenie wektora wypadkowego ¢ wzgledem osi x (a zatem takze

wzgledem wektora a mozna wyrazi¢ za pomocg zalezno$ci:

c
tgoc=—y
CX

Zad.1.2.

W odniesieniu do wektorow d i b z zad.1.1 wykazac¢ (opierajac si¢ na rozktadzie na

skladowe), 7¢ wartosé liczbowa ¢ =+/a2 +b2 +2abcosH |
Rozwigzanie:

Rzuty danych wektoréw na osie wynoszg odpowiednio:

x =a, by =bcosO

=0, by =bsin0
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A zatem
cx =a+bcosB, cy =bsnb.
Stosujac twierdzenie Pitagorasa otrzymamy
¢? :ci +c§, :(a+bc0s9)2 +b2sin? 6,

stad

c= \/a2 + b?% + 2 abcos6.
Powyzsze zadanie mozemy rozwigza¢ postugujac si¢ wzorem Carnota dla dowolnego trojkata

ODE.

c?=a’+b? —2abcos y

Poniewaz y=n—0 to cosy=cos(m—0)=—cos

Zatem c? = a% + b? + 2abcos 6

c= \/a2 + b? + 2abcos6
Zad.1.3.

Dane sa dwa punkty A(sz, yA,ZA) i B(xg,Yg,zg). Znalez¢ sktadowe i cosinusy
kierunkowe wektora taczacego te punkty.

Rozwigzanie:

Sktadowe, czyli rzuty wektora a na osie uktadu Oxyz wynosza:

a=[ay,ay,a,]
dxy =XB — XA
dy =YB ~ YA
Az =ZB —Zp
Wektor a tworzy z osiag 0x kat a, z osig Oy kat B a z osig 0z kat y. Cosinusy katow a, B iy

zwane cosinusami kierunkowymi wynosza:

a a a
cosa=—%; cosB=—1; cosy=-%
a a a

gdzie a to modut wektora a

a=la =\/ax2 +ay2 +a,” .
Zatem
XB — XA

\/(XB _XA)2 +(yB —YA)2 +(zp _ZA)2

cosa =
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YB —YA

\/(XB —XA)2 +(YB _YA)2 +(ZB _ZA)2

cosf=

ZB —ZA
\/(XB _XA)Z +(YB _YA)Z +(ZB —ZA)2

Na podstawie powyzszych wzoréw tatwo wykazac, ze:

cosy =

cos? oc+cos2[3+coszy:1

Zad.1.4.

Stale sity Fl =[1,2,3] [N] i Fz =[4,-5,-2] [N] dziataja rownomiernie na czastke w czasie
przesunigcia z punktu A (0,0,7) [m] do punktu B (20,15,0) [m]. Jak wielka praca W zostata
wykonana przy przesunigciu czastki?

Rozwigzanie:

Wykonana praca W jest okreslona wzorem
W=F-f
gdzie sita F= 131 + Fz jest wypadkowa sitg dziatajacego na czastke, natomiast t jest wektorem
przesunigcia
F=F +F, =[1+4,2-53-2]=[5,-3,1] [N]

I = [xg —Xa, Y8 — Ya Zg — Za] = [20— 0,15 - 0,0 — 7][m]
Z definicji (1.9) iloczynu skalarnego otrzymujemy:

W=F-t=5-20-3-15-1-7=100-45—-7=48N - m=48][J]
Zad.1.5.

Dane sg dwa wektory a = 31 + 43 —5k; b=—1+ 23 +6k. Obliczy¢:
. moduty (dtugos$ci) kazdego wektora,

sume 1 r0znic¢ wektorow,

1
2
3. iloczyn skalarny,
4. cosinus kata o zawartego mi¢dzy wektorami,
5

iloczyn wektorowy.

Rozwigzanie:

AdL a=[i|=y32 +42 +(-5) =430

b=‘6‘=\/(—1)2 +22 462 =441
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Ad.2. a+b=1(3-1)+ j(4+2)+k(-5+6)=[2,6.1]
b=i3-(-1)+ j(4-2)+k(-5-6)=[4,2,-11]
Ad3. da-b=3-(-1)+4-2+(-5)-6=-3+8-30=-25
Ad4. d-b=-25
ale z (1.1) wiemy, ze
a-b=[a o] -cosax
zatem —25=~/50-/41-cosol

25
cosqo = —— = 0,55

V50V41
Ad.5. Zgodnie z (1.10) mozemy zapisacé:

k
a, =[aybZ —a by, a,by —ayb,, axby —abe]=
b

=[4-6-(-5)2, (-5)(-1)-3-6,3-2-4-2]=[34,-13,2]
Zad.1.6.

Sita. F=3i+2j-5k[N] dziata na punkt, ktorego potozenic wynosi
T =-2i +5] + 4k[cm]. Obliczy¢ moment sity M wzgledem poczatku uktadu.

Rozwigzanie:

T 7 Kk .
M=itxF=|_2 © 4 |=(-25-8)i+ (12— 10)]+ (-4 — 15)k = [—33,2, —19][Ncm]
3 2 -5

M = [—0.33,0.02, —0.19][Nm]

Modut ‘1\7[‘ WYnosi

M=|M| = V0332 +0.022 +0.192 [Nm] = 0.38[Nm]

Zad.l1.7.
W plaszczyznie Oxy porusza si¢ punkt, ktorego promien wodzacy f(t) ma postac:
f(t) = [R cos ®t, R sin oat] gdzie R i o to pewne state. Wyznaczy¢ predkosc v(t) i przyspieszenie

a(t) tego punktu.
Rozwigzanie:
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Wiemy, ze  ©(t)=x(t)- 1 +y(t)-j

gdzie: x(t)=R cosot, y(t) = Rsin ot
Wektor predkosci 6(‘[) = %Et)
- 2-
Wektor przyspieszenia é(t): dZ—Et) = d rz(t)
dt
Zatem
o= &1 5, &1 5
t dt
2 2
a()=2 (05, 40 j
dt? dy

dx_(t) = (R cos cot) =—-Rosin ot

dt
dy_(t) = —(R sin oat): Rmcos ot

dt

2
d X(t) =— (— Rmwsin cot) = —Rw? cos ot

dt?
d?y(t) d 2
— = (R(o cos wt) =—Rw* sin wt

dtz dt
Zatem

O(t)=[- Rwsin ot, Rocos ot]
a(t)= [— Ro? cos ot, — Rw? sin th

Moduty tych wektoréw wynosza odpowiednio

o(t):|6(t] :\/Rzo)2 sin? ot + R?0? cos® ot :Ro)\/sin2 ot + cos” ot =Ro

a(t)= |5(t) = \/R2c04 cos? ot + R%20* sin 2 ot =R’ \/cos2 ot +sin 2 ot =Ro?
Zauwazmy, ze iloczyn skalarny
o(t)-a(t)= R 2w’ sin ot cos ot — R%w> cos wtsin ot =0

co oznacza, ze wektory O(t) i @(t) sa wzajemnie prostopadte.
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