e Ruchem drgajacy — ruch lub zmiane stanu, ktére charakteryzuje powtarzalnos¢ w czasie
wartosci wielkosci fizycznych, okreslajacych ten ruch lub stan.

e Fale — ré6znego rodzaju zaburzenia stanu materii lub pola rozchodzace sie w przestrzeni.
e Wspdlng cechg wszystkich zjawisk falowych jest zdolnos$¢ przenoszenia energii.

Drganie harmoniczne

Jezeli ukfad, na ktory nie dziataja zmienne sity zewnetrzne, zostaje wprawiony w drgania na
skutek jakiegokolwiek poczatkowego odchylenia od polozenia rownowagi, to takie drgania
nazywamy swobodnymi.

Ruch drgajacy nazywamy okresowym (periodycznym), jezeli wartosci wielkosci fizycznych
zmieniajace sie podczas drgan, powtarzaja sie w pewnych odstepach czasu.

Dla drgain harmonicznych zaleznos$¢ drgan wielkosci fizycznej od czasu t opisujemy
S = Acos(w,t + @) (8.1)

gdzie
A — amplituda,
w, — czestos¢ katowa,
¢ — faza poczatkowa drgan,
ot + @ — faza drgan w chwili czasu t.



Okreslone stany ukiadu powtarzajg sie w odstepie czasu T nazywanym okresem drgan, w
ktorym faza drgan wzrasta o 2x, t..

0, (t+T)+d=(w,t+¢)+2r

stad
T = 2r (8.2)
a)O
Czestotliwosc¢ drgan
1
V= T (8.3)
Poréwnujac (8.2) i (8.3) otrzymujemy
W, =27V (8.4)

Jednostkg czestotliwosci jest hertz (1Hz) — jest to czestotliwos¢ periodycznych drgan w ktérych jeden
cykl wykonywany jest w 1s.

Pierwszg i druga pochodna po czasie wielkosci s

Cdl—f =-Aw, sin(o,t +¢) = Ao, Cos(a)ot +@+ %) (8.5)
dZS 2 2
—=—Awj cos(wt + ) =—-Awf cos(w,t + ¢ + 1) (8.6)



S e e
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ds/dt

A

+Aw |- ]

\ 4
—

Aw, ]

ds’/dt’

A

A ot

+Aw?

Rys. 8.1. Zaleznosé s, ds/dt i d’s/ dt? od t dla
drgan harmonicznych o okresie T =27/ w,.

Faza predkosci (8.5) rozni cie od fazy
wychylenia o n/2, a faza przyspieszenia o .

W chwili czasu gdy s = 0, ds/dt przyjmuje
najwiekszg wartos¢; podczas gdy s przyjmuje
maksymalng ujemng wartosé, to d?s/ dt?
przyjmuje najwiekszg dodatnig wartos¢ (rys.
8.1).

Ze zwigzku (8.6) wynika rownanie rézniczkowe
drgan harmonicznych

2
(;t—zs rw2s=0 (8.7)



Metoda wykresow fazowych

Rys. 8.2. Metoda wykresow fazowych.

\/
X

Druga metoda opisu drgan harmonicznych
(liczby zespolone).

s = Ae'(@t*?) (g g)
CzescC rzeczywista tego wyrazenia
Res = Acos(w,t +¢)=S
przedstawia drganie harmoniczne.
Przyjmuje sie, ze drgajaca wielkos¢ s rowna jest
czesci rzeczywistej wyrazenia zespolonego (8.8),

czyli |
s = Ae'(@!*?) (8.9)



Mechaniczne drgania harmoniczne

Oscylatorem harmonicznym nazywamy uktad opisywany rownaniem (8.7).
Przyktady oscylatora harmonicznego:

e wahadlo sprezynowe, fizyczne i matematyczne,

e drgajace obwody elektryczne.

Wahadto sprezynowe wykonuje drgania harmoniczne pod wptywem sity sprezystosci F = —kx, gdzie k
jest wspotczynnikiem sprezystosci.

Rownanie ruchu dla wahadta

2 2
mil—;(:_kx czyli dX+kX=O
t

dt? m
Poréwnujgc to wyrazenie do rownania (8.7) wynika, ze wahadlo sprezynowe wykonuje drgania
harmoniczne X = Acos(w,t + ¢) z czestoscig kotowg

Wy = | — (8.10)
m

T =27z\/K (8.11)
m

Wzor (8.11) jest stuszny dla drgan sprezystych w ktorych spetnione jest prawo Hooke'a, kiedy masa
sprezyny jest mata w pordwnaniu z masg ciata.

| okresem



Sita dziatajgca na mase m wynosi
F = —-mAw? cos(m,t + @) = —Mm?Zx
| jest proporcjonalna do przesuniecia X z potozenia rownowagi i skierowana w przeciwng strone.

Energia kinetyczna

2 2 2 2 2
mA : mA
K = m;/ = Yo sin2(w,t + @) = T@o [1-cos 2(w,t + ¢)] (8.12)
Energia potencjalna
X 2,2 2 2 2
Mo X mA
U:—_[Fdx: Do _ @o 0052(w0t+(p):kL
2 2
0
czyli
MA22
U=""%T4cos 2wyt + ) (8.13)
Energie catkowita
MA22
W=K+U=""%

U i K zmieniajq sie z czestoscig 2w,. Poniewaz wartosci $rednie <Sin2 a> i <0052 a> sg rowne 1/2,
wiec (K) = (U) =W /2.



Elektryczne drgania harmoniczne

(a) (b) (c) (d)

t=0 t=(1/4)1 t=(1/2)T t=(3/4)T
+Q 1 -Q
1y — Tt —
-Q +Q
W = (1/2C )22 W = (1/2)L13 W = (1/2C Q> W= (1/2)15

Rys. 8.3. Przebieg drgan elektrycznych w obwodzie LC.

Rozwazmy obwdd elektryczny RLC zawierajgcy cewke o indukcyjnosci L, kondensator o pojemnosci
C i rezystor o rezystancji R. Z prawa Kirchoffa mamy

IR +V, =E,

gdzie:
IR — napiecie na rezystorze,
V. =Q/ C —napiecie na kondensatorze, a

E. =-LdI/ dt SEM indukgiji.



Wiec

A poniewaz | = dQ/dt oraz dI / dt = d?Q / dt?, otrzymujemy

Jezeli R = 0 to otrzymujemy rownanie rézniczkowe swobodnych drgan harmonicznych

Lﬂ+|R+9 0

dt C
d?Q RdQ
—_|_ —_
dt? L dt L Q

dQ

QO
dt?

tadunek wykonuje drgania harmoniczne

Czestosc¢ drgan wiasnych

Okres drgan

Q =Q, cos(w,t +¢)

1
“o = JLC
T =27~LC

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)



Natezenie pradu

| =dQ/ dt = -w,Q, sin(w,t + ¢)=1, Cos(a)ot +@+ %) (8.19)
gdzie |, = w,Q,— amplituda natezenia pradu.
Napiecie na kondensatorze

V. = % = %—Ocos(a)ot +¢) =V, cos(w,t + ) (8.20)

gdzie V, =Q, / C — amplituda napiecia.

Z wyrazen (8.16) i (8.19) wynika, ze drgania pradu / wyprzedzaja w fazie drgania tadunku Q o n/2:
kiedy prad osigga maksymalng wartosc¢, tadunek (napiecie) przyjmuje zerowg wartos¢ i na odwrot.



Sktadanie drgan harmonicznych réwnolegtych
o jednakowej czestosci. Dudnienie

Dokonamy ztozenia drgan harmonicznych o
jednakowych czestotliwosciach

X, = Ay cos(w,t + @)
X, = A, cos(w,t + ¢, )
Roéwnanie drgania wypadkowego ma postac
X = X4 + X, = Acos(a,t + @) (8.21)

. gdzie amplituda A i faza ¢ sg okreslone
X, ~ X wyrazeniami

A? = AZ + AS +2AA, cos(p, — ¢,)(8.22)

Y
A

X
Y v

Rys. 8.4. Wektorowa metoda skladania drgan. : :
y 9 9o = A;singy + A, sin g,
A, cos ¢, + A, COS ¢,

(8.23)



Ciato biorgce udziat w dwoch drganiach harmonicznych o jednakowych kierunkach wykonuje takze
drgania harmoniczne w tym kierunku i o tej samej czestotliwosci co drgania sktadowe.

Amplituda drgania wypadkowego:
e gdy @, —@y=27rm(m=0,1,2...), wéowczas A = A; + A,
o gdy @, —p;=17(2m+1)(m=0,1,2...), wowczas A = |A, + A,

Dudnienie

Rozwazymy dwa dodawane drgania rownolegte nieznacznie roznigce sie czestotliwosciami drgan.
Niech amplitudy sktadanych drgan bedg rowne A, a ich czestosci kotowe w i w + Aw przy czym Aw <<
. Przyjmijmy, ze fazy poczatkowe drgan sg zerowe, wowczas

Xy = Acoswt

X, =Acos(w + Aw)t

Uwzgledniajgac ze A w /| 2 << @, znajdujemy
A
X = (ZA CoS ftj cos wt (8.24)
Otrzymane wyrazenie jest iloczynem modulowanej amplitudy

A= ‘ZA COS %t‘ (8.25)



0 okresie dudnien

A:2Acos%t T=2"

Rys. 8.5. Nalozenie sie drgan harmonicznych o zblizonych czestosciach kolowych daje w
wyniku dudnienie.



Sktadanie drgan wzajemnie prostopadiych

Rozwazmy ztozenie dwoch drgan harmonicznych o jednakowej czestosci o, zachodzacych w
kierunkach wzajemnie prostopadtych wzdtuz osi x i y. Dla prostoty przyjmiemy, ze faza poczatkowa
pierwszego drgania jest zerowa:
X = Acos wt
(8.26)
y =Bcos(wt+ @)

Zapisujgc drganie sktadowe w postaci

X Ly : :
K:COSa)t ; gzcosa)tCOSgo—Slna)tSIngo

st (3]

otrzymujemy po prostych przeksztatceniach rownanie elipsy

| uwzgledniajac, ze

x> 2xy N y 2

Otrzymalismy przypadek tak zwanych drgan eliptycznie spolaryzowanych.

=sin® ¢ (8.27)

Orientacja osi elipsy i jej rozmiary zalezg od amplitud drgan sktadowych i réznicy faz ¢.



Rozpatrzymy niektore szczegole przypadki:

e p=Mrx (m =O,i1,i2,...)
w tym przypadku elipsa degeneruje sie do odcinka prostej

B
=t—X 8.28
y=t, (8.28)

gdzie znak + odpowiada zeru i parzystym wartosciom m (rys. 8.6a), a znak — nieparzystym
wartosciom m (rys. 8.6b). Wypadkowe drganie stanowi drganie harmoniczne o czestosci w |

amplitudzie J 1- (x/ A)2 zachodzace  wzdluz  prostej nachylonej pod  katem
@ = arctg [(B / A)COS m;z]. W tym przypadku mamy drgania liniowo spolaryzowane.

m=0,+2 +4,... m=+1+3,£5,...
A A A
y y y
Bl e B B
LA N A /\A .
-A A -A i Ky
_____________ B Bloceooooo A

Rys. 8.6. Superpozycja drgan harmonicznych wzajemnie prostopadiych o réznych amplitudach
i jednakowych czestosciach.



@ = (2m + 1)7[/2 (m =0,+1,+ 2,...)
w tym przypadku otrzymujemy
2 2

22 T éz 1 (8.29)

Jest to rownanie elipsy, ktérej osie pokrywajg sie z osiami wspotrzednych, a jej potosie sg rowne
odpowiednim amplitudom (rys. 8.6c).

Ztozenie drgan harmonicznych o roznych czestosciach daje w wyniku skomplikowane krzywe, zwane
krzywymi Lissajous. Ksztatt tych krzywych zalezy od stosunku amplitud, czestosci i poczagtkowych faz
drgan.



Krzywe Lissajous: przykiad
X = A(sin ot + @)
y = Asin(w,t)
Ponizej zamieszczono przyktady krzywych Lissajous o parametrach ¢ = n/2.

@y _ 2
05 1
OF 4




Drgania swobodne tftumione

Wszystkie rzeczywiste uktady drgajgce sg uktadami rozpraszajgcymi energie. W wielu przypadkach
zanikania drgan mechanicznych sity tarcia sg proporcjonalne do predkosci

F, =-1v
gdzie r jest wspotczynnikiem oporu. Wowczas rownanie ruchu
d*s ds
—— =-ks—-r—-
dt dt

gdzie m jest masg ciata drgajgcego, ks sitg zwrotng sprezyny a r(ds/dt) sitg tarcia. Otrzymujemy wiec

d?s r ds Kk
n +

a2 Tmdt T m s=0 (8.30)
czyli
2
‘(’jt_§+25‘3_f+w§s:o 8:31)
gdzie

o = const jest wspotczynnikiem pochtaniania,
o, czestoscig niettumionych drgan swobodnych uktadu (6= 0).



Rozwigzaniem réwnania (8.31) jest

s =e %u (8.32)

Po znalezieniu pierwszej i drugiej pochodnej wyrazenia (8.32) i podstawieniu do (8.31) otrzymujemy
d u

Hw2 =52 =0 (8.33)

dt?
Kiedy ten wspoétczynnik (a)g — 52) jest dodatni
w? = (a)g — 52) (8.34)
to rozwigzaniem réwnania (8.33) jest
u=A, cos(at +¢)
Wobec tego rozwigzaniem rownania (8.33) w przypadku matego ttumienia (52 <@, )Jest
s=A,e * cos(wt+ @) (8.35)
gdzie
A=Ae? (8.36)
jest amplitudg drgan ttumionych, a A, — amplitudg poczatkowa.

Okres czasu 7 =1/ 6 w ciagu ktérego amplituda drgan ttumionych zmniejsza si¢ e razy,
nazywamy czasem relaksaciji.



Rys. 8.7. Drgania swobodne ttumione.

Drgania ttumione nie sg harmonicznymi, poniewaz drgania nie powtarzajg sie. Dlatego wielkosSC w
mozemy tylko umownie nazwac czestoscig kotowg drgan ttumionych

27 27

w «/a)g — 52




Jezeli A(t) i A(t+T) sg amplitudami dwoch kolejnych drgan odpowiadajgcych chwilom czasu
réznigcych sie o umowny okres drgan, to stosunek

Alt) _ o
A(t+T)
nazywamy dekrementem ttumienia, a jego logarytm
@ =1In Alt) =0l :I (8.37)
A(t+T) T

logarytmicznym dekrementem ttumienia.
W celu scharakteryzowania drgajagcego uktadu wprowadzono pojecie dobroci Q, ktora dla matych
wartosci logarytmicznego dekrementu ttumienia jest rowna

=7 = = 8.38
Q ® o, 20 ( )
Dla wahadta sprezynowego, poréwnujgc rownanie (8.30) z réwnaniem (8.31) mamy
r
o= (8.39)
2m
oraz
s =A,e % cos(wt+p)
gdzie




Dobro¢ wahadta sprezynowego zgodnie z (8.38) wnosi

Q:@r

r

Analogiczne wyrazenie mozemy otrzymac dla swobodnych ttumionych drgan tadunku w obwodzie

RLC. Réwnanie to ma postac (8.15), w zwigzku z tym wspotczynnik ttumienia

_R
2L

Réwnanie rozniczkowe (8.15) mozemy zapisa¢ w sposéb analogiczny do (8.31)

o

d°Q dQ
X125+ =0
dt? dt PoQ

Drgania tadunku zachodzg wedtug prawa
Q=Q,e % cos(wt+ ¢)

z czestoscig kotowg

\/ 1  R?2
= —
LC 4|2

(8.40)

(8.41)

mniejszg od czestosci drgan swobodnych (porownaj z (8.17)). Dla R = 0 wyrazenie (8.41) przechodzi

w (8.17). Dobro¢ obwodu drgajgcego



1 /L
=—.|= 8.42
Q R\c (8.42)
Gdy ¢ wzrasta, to okres drgan tlumionych réwniez rosnie i przy o = w, przyjmuje wartos¢
nieskonczong, tj. ruch drgajacy przestaje byC periodycznym. W tym przypadku wielkos¢ drgajaca
asymptotycznie zbliza sie do zera, kiedy t — oo. Proces ten nazywamy aperiodycznym.



Drgania wymuszone

Azeby w uktadzie drgajacym otrzymac drgania niettumione, nalezy kompensowac straty energii.
Czynnik wymuszajgcy

X =X,cosmt

W przypadku drgan mechanicznych role X(t) odgrywa sita wymuszajgca
F =F,coswt (8.43)

Z uwzglednieniem sity (8.43) prawo ruchu dla wahadta sprezynowego zapiszemy w postaci

d?s ds
— =—ks-r——+F, coswt
dt dt
Stad otrzymujemy rownanie w bardziej ogolnej formie
d?s ds F
—+25-" +wis =-—2cos ot (8.44)
dt dt m

W przypadku elektrycznego obwodu drgajgcego, to role X(t) odgrywa periodycznie zmieniajgca sie
SEM lub zmienne napiecie

V =V ,cosat.



Wowczas réwnanie (8.15) mozemy napisa¢ w postaci

2
d—Q+BdQ+ 1 Q:\@cosa)t (8.45)
dt 2 L dt LC L

Stosujac (8.17) i (8.40) otrzymujemy

2
d—Q+25d—Q+a)OQ —cos wt (8.46)

dt? dt
Drgania powstajagce pod wplywem zewnetrznej, periodycznie zmieniajacej sie sity, lub pod
wplywem periodycznie zmieniajacej sie SEM, nazywamy odpowiednio wymuszonymi
drganiami mechanicznymi lub elektrycznymi.

Rownania (8.44) i (8.46) mozna sprowadzic¢ do liniowego niejednorodnego réownania rézniczkowego

d’s 25d—s+a) S = X, COS wt (8.47)

dt® dt

Rozwigzanie tego réwnania stanowi suma ogolnego rozwigzania (8.35) rownania jednorodnego (8.31)
| szczegoblnego rozwigzania rownania niejednorodnego.

W celu rozwigzania rownania (8.47), zamienimy prawg strone réwnania na wielkos¢ zespolong
s =s.e"
d*’s ds

F 25& + (ON S X e (848)



Szczegoblnego rozwigzania tego rownania bedziemy poszukiwac¢ w postaci
s=s.e"
Podstawiajgc wyrazenia dla s i jego pochodnych do réwnania (8.48), otrzymujemy
s =s,e"(-n? + 2ion + ?) = x

Poniewaz réwnosc¢ ta musi byC spetniona dla kazdej chwili czasu, wiec 7 = w. Z rownania tego
rowniez mozna okreslic s,. Mnozac licznik i mianownik wyrazenia s, przez (a)f—a)z—Zi&o),
otrzymujemy

X (a)z—a)z)—Zi&a)

%o (a)f _5020)+2i50) T (a)fo—a)z)2 +46°w°

To ztozone wyrazenie wygodniegj jest przedstawi¢ w formie

s, = Ae ™"
gdzie
A= %o (8.49)
\/(a)g — 0)2)2 +46%°0°
oraz
o = arctg 22 (8.50)

a

o —



Tak wiec rozwigzanie rownania (8.48) w postaci zespolonej ma postac
s = Ae'~7)
natomiast jego rzeczywista czesc jest rowna
s = Acos(wt—) (8.51)

Sktadowa ogodlnego rozwigzania réwnania (8.48) stanowigca o0golne rozwigzanie rownania
jednorodnego [patrz (8.31)] odgrywa istotng role tylko w poczatkowym stadium procesu (przy
ustalaniu sie drgan) do chwili kiedy amplituda drgan wymuszonych osigga wartosc¢ (8.49).

W stanie ustalonym, drgania wymuszone przebiegajg z czestoscig w i sg drganiami harmonicznymi, a
ich amplituda i faza okreslone sg wzorami (8.49) i (8.50) zaleznymi od w.

ivininl
VUYL

| J

Y :
Drgania ! Drgania ustalone
nieustalone

S A

Rys. 8.8. Drgania wymuszone



W przypadku drgan elektromagnetycznych uwzgledniajac, ze
1
2
W, = ——
° LC
_R
2L
wyrazenia (8.49), (8.50) i (8.51) majg postac

[zob. (8.17)]

S [zob. (8.40)]

Vv

0]

QOZ 2
JRZ +(a)L—1)
wC

B R
1/(C) — ol

gy

Rozniczkujgc

Q = Qo COS(C()t— 6”)

wzgledem t, otrzymamy natezenie pragdu w obwodzie dla drgan ustalonych

IO

=—wQ, sin(at —a) =1, cos(a)t -a+ >

(8.52)

(8.53)

(8.54)



gdzie

| — WV, (8.55)

0 a)Qo: 2
JR2+(wL—1j
wC

Wyrazenie (8.54) mozna zapisaC w postaci

| =1 cos(at —¢)
gdzie op=a—n/ 2 oznacza przesuniecie fazowe pomiedzy pradem i napieciem. Zgodnie z
wyrazeniem (8.53)
7 1 wlL-1/(wC)
igo=19|la—— |=— = 8.56
g 9( 2) g = (8.56)

Z wyrazenia (8.56) wynika, ze prad opdézniony jest w fazie wzgledem napiecia (¢ > 0) gdy
oL >1/(oC) i wyprzedza napiecie (¢ < 0) gdy oL <1/(@C).




Amplituda i faza drgan wymuszonych. Rezonans

Z wyrazenia (8.49) wynika, ze amplituda moze przyja¢C pewng maksymalng wartos¢. Maksimum
funkcji uzyskamy rézniczkujac to wyrazenie wzgledem o i przyrownujgc do zera

—4(0)5 —a)z)a)+852a) =0

RoOwnosc ta jest spetniona dla

w=0i a):i\/a)f—252.

Tak wiec, czestotliwos¢ rezonansowa

Oy = \/wg — 257 (8.57)

Zjawisko silnego wzrastania amplitudy drgan wymuszonych przy zblizaniu sie czestosci sily

wymuszajacej do czestosci w,,, nazywamy rezonansem.

Podstawiajgc (8.57) do (8.49), otrzymujemy
X

., = 0 (8.58)
A 26\ w? - 5°

Jezeli w — 0, to wszystkie krzywe przyjmujg jedng warto$¢, ré6zng od zera X, / a)f nazywang
odchyleniem statycznym.




Xo/mg

'
Wrez Wg 0

Rys. 8.9. Krzywe rezonansu dla réznych wartosci wspoétczynnika ttumienia.
Zjawisko rezonansu moze byc¢ zjawiskiem pozytecznym jak i szkodliwym.

Przyktady zastosowan:
e akustyka (instrumenty)
e odbiorniki radiowe i telewizyjne

Katastrofy



Katastrofa mostu w Tacoma (USA, 7 listopada 1940) http://pl.wikipedia.org/wiki/Most Tacoma

Most ten byt mostem wiszgcym, ktoérego gtowne przesto miato 840 m dlugosci, przy szerokosci
jedynie 12 m, co byto powodem jego niebywatej wiotkosci. Juz w trakcie budowy, pracujgcy robotnicy
doznawali mdtosci wynikajgcych z duzych ugie¢ mostu. Po oddaniu do eksploatacji, stat sie on
prawdziwg atrakcjg turystyczng, ze wzgledu na niesamowite wrazenia towarzyszace przejazdowi
przez most, tak iz nazwany zostat potocznie "galopujgcg Gertie".

Po czterech miesigcach istnienia, rano 7 listopada 1940 r. huraganowy wiatr wiejgcy od oceanu (56-
67 km/h), spowodowat wprowadzenie mostu w drgania, odpowiadajgce ruchowi falowemu.
Poczatkowo (godz. 7:00), byt to ruch pomostu w ptaszczyznie pionowej (podnoszenie i opadanie o
amplitudzie ok. 90 cm z czestoscig 36 razy na minute), pozniej ok. godz. 10:00 rytmiczne wznoszenie
i opadanie zamienito sie w dwufalowy ruch skrecajgcy 14 cykli na minute z wychyleniem do 8,4 m,
przy skreceniu dochodzgcym do 45 stopni. Ok. 10:30 nastgpito pierwsze zatamanie jednej z ptyt
pomostu, a ok. 11:00 most rozpadt sie ostatecznie.




Rozwazymy wymuszone drganie elektromagnetyczne zachodzace w obwodzie RLC.

Prad zmienny mozna traktowac jako kwasistacjonarny, co oznacza, ze chwilowe wartosci natezenia
pradu we wszystkich przekrojach obwodu sg praktycznie jednakowe; spetnione jest prawo Ohma i

prawa Kirchhoffa.

Napiecie zmienne
V =V, coswt (8.59)

Obwod zawierajacy rezystancje

Prad ptynacy przez rezystor okreslony jest

@) —k_ prawem Ohma
I—\L —coswt =1, cos wt
V R R
@ —@ .
gdzie
® A
[0] ): (6] R
V=R,

Przesuniecie fazowe pomiedzy I, i V, jest

Rys. 8.10. (a) schemat obwodu; (b) wykres  Z€rowe.
fazowy.



Obwod zawierajacy indukcyjnosé

SEM samoindukgji

Wowczas prawo Ohma dla rozwazanego obwodu ma postac

V, cosa)t—Lﬂ:O
dt

stad
dl
La =V, coswt
Tak wiec spadek napiecia na cewce indukcyjnej
L d
Ve=Lat

Z rownania (8.60) wynika, ze
dl = \% COS wtdt

lub po scatkowaniu

_Vo : _Vo ( 72')_ ( T
I_stma)t—chosa)t 2—I0cosa)t 5

|

(8.60)

(8.61)

(8.62)



7'[/2 I

(0]

>
Rys. 8.11. Obwéd zawierajacy
indukcyjnos¢: (a) schemat obwodu; (b)
wykres fazowy.

gdzie
Ve
° ol
Wielkos¢
R, =olL (8.63)

nazywamy reaktancjq indukcyjna.

Podstawiajac V, = wLl, w wyrazenie (8.60) i
uwzgledniajgc  (8.61), otrzymujemy  spadek
napiecia na cewce indukcyjnej

V|, = wlLl, cos wt (8.64)

Spadek napiecia V, wyprzedza w fazie prad |/
ptynacy przez cewke o kat n/2, co pokazano na
wykresie fazowym (rys. 8.11b).



Obwoéd zawierajacy pojemnosc¢

Jezeli napiecie zmienne (8.59) przytozymy do kondensatora, to z uptywem czasu kondensator bedzie
przetadowywat sie a w obwodzie poptynie prad zmienny.

(a) C % =V, =V, cos ot

Natezenie pradu
| = dQ _ =wCV,sinwt =1 cos(a)t+

at ) (8.65)
\V} gdzie

2

Wielkos¢

/2 l, Re = ——

c =
wC
nazywamy reaktancja pojemnosciowa.

1 Dla pradu statego (o = 0) R¢c = «, co oznacza, ze

Ve = clo — I, prad staty nie ptynie przez kondensator.
®

\
Spadek napiecia na kondensatorze

Rys. 8.12. Obwodd zawierajgcy kondensator: (a) 1
schemat obwodu, (b) wykres fazowy. Ve = oC l, cos wt (8.66)

Spadek napiecia V., op6zniony jest w fazie o n/2 w poréwnaniu z pradem /.



Obwod RLC

(@) R - c
() |
o ~eo—
V
(b) A
-
Vi=oll, V.
. ((DL - ijlo
®C

. ¢\ R 1)

1
Ve =
C (DC 0{
\ 4

Rys. 8.13. Obwéd RLC: (a) schemat obwodu; (b)

wykres fazowy.

Amplituda przytozonego napiecia V, jest rowna
sumie geometrycznej amplitud tych spadkow
napiec.

Z rysunku wynika, ze

tge = “L= 1R/ (C) (8.67)

Z trojkata prostokatnego otrzymujemy

(R + [(a)L - %)]2 =2

stad amplituda pradu ma wartosc

| = Vo (8.68)

° 2 _1)2
\/R +(a)L oC

co jest zgodne z (8.55).

Tak wiec, jezeli napiecie w obwodzie zmienia sie
wedtug prawa

V =V, cos wt




to w obwodzie ptynie prad
| =1, cos(at —¢)

gdzie @i lg okreslone sg wzorami (8.67) i (8.68). Wielkos¢

Z :\/R2 +(wL—$)2 = JR*+ (R -R.)

nazywamy impedancjg obwodu, a wielkos¢
X =R, -R. :“’L_a)%

nazywamy reaktancja.

Zauwazmy, ze impedancja obwodu RLC osigga minimum, gdy

B
wl C
czyli gdy
o =1
VLC

Czestosc¢ te nazywamy rezonansowag i oznaczamy przez .

(8.69)

(8.70)

(8.71)



Moc wydzielana w obwodzie pradu zmiennego

Chwilowa wartos¢ mocy rozpraszanej w obwodzie

P(t)=V(O(t)

gdzie
V(1) = Vcosat a I(t) = l,cos(at — @)

P(t)=1,V, cos(amt — p)cos at =1V, (cos? wt cos ¢ + sin wt cos at sin p)

Uwzgledniajac, ze

(cos?at)=12 ,  (sinatcosat)=0,
otrzymamy
(P)= %IOVO cos ¢ (8.72)
Z wykresu fazowego (rys. 8.13) wynika, ze V,cos¢ = Rl,, dlatego
(P) = %R|§

Taka moc wydziela prad staty | =1, /~/2



Wielkosci

o . vV
V2 ’ V2
nazywamy odpowiednio wartosciami skutecznymi pradu i napiecia.
Uwzgledniajac to
(P)=1V cos ¢ (8.73)

gdzie czynnik cos¢ nazywamy "wspotczynnikiem mocy”.

Moc wydzielana w obwodzie pradu zmiennego zalezy nie tylko od natezenia pradu i napiecia,
ale réwniez od przesuniecia fazowego miedzy nimi.



Falami nazywamy réznego rodzaju rozchodzace sie w przestrzeni zaburzenia stanu materii lub
pola.

Fale akustyczne — drgania cisnienia
Fale elektromagnetyczne — drgania natezen pola elektrycznego i magnetycznego.
Fale sprezyste — mechaniczne zaburzenia (odksztatcenia) rozchodzace sie w osrodku sprezystym

Fala sprezysta nazywa sie podifuzna, jezeli drgania czastek osrodka sa rownolegite do kierunku
rozchodzenia sie fal. Jezeli czasteczki osSrodka drgaja w pfaszczyznach prostopadiych do
kierunku rozchodzenia sie fali, to fala taka nazywa sie poprzeczna.

e Fale poprzeczne propagujg sie tylko w osrodku ktory charakteryzuje sie sprezystoscig postaci
(ciata state).

e Fale podtuzne zwigzane sg z odksztatceniem objetosciowym osrodka i dlatego mogg sie
rozchodzi¢ zarowno w ciatach statych, jak i w cieczach i gazach.

e Rozchodzenie sie fal sprezystych nie jest zwigzane z przenoszeniem materii.

Miejsce geometryczne punktéow do ktéorych dochodza drgania w danej chwili t, nazywamy
czotem fali.

Miejsce geometryczne punktow drgajacych w jednakowej fazie nazywamy powierzchnig
falowa.



Powierzchni falowych mozna przeprowadzi¢ bardzo duzo, natomiast w danej chwili czasu jest to tylko
jedno czoto fali.

Powierzchnie falowe mogg mie¢ dowolne ksztatty: fala ptaska, kulista.



Fale biegnhace

Falami biegnacymi nazywamy fale, ktore (w odréznieniu od fal stojacych) przenoszg energie.

Fala na strunie
zaktadamy, ze oS X jest zgodna z kierunkiem propagaciji fali,

powierzchnie falowe sg prostopadte do osi X,

przemieszczenie y = y(X, t).

yA

|

» X

>

Rys. 8.14. Fala biegnaca po strunie.

Jezeli drganie w ptaszczyznie x = 0 opiszemy
funkcjga y = Acosot, to drganie punktu P jest
opdznione o czas t = x/u potrzebny dla
przemieszczenia fali. Wowczas rownanie drgan
czastek lezgcych w odlegtosci x ma postac

y(x,t) = Acos a)(t —Ej (8.74)

Jest to rownanie fali biegnace;.

Jezeli fala ptaska propaguje sie w kierunku
przeciwnym, to

y(x,t)= Acos a)(t +§j



W ogolnym przypadku rownanie ptaskiej sinusoidalnej fali, ma postac
X
y(X,t)= Acos[w(t ——j+¢o} (8.75)
u

gdzie:
A — amplituda fali,
@ — czestosc kotowa,
¢, — faza poczatkowa, natomiast
[o(t — X/Uu)+¢, ] 0znacza catkowitg faze fali.

Liczba falowa

_ 2 _ 27 _w
K= =T " u (6.70)
Uwzgledniajgc to
y(x,t)= Acos(at —kx + ¢, ) (8.77)

W postaci funkcji zespolonej
y(X,t) _ Aei(a)t—kx+(p0)

gdzie sens fizyczny ma jedynie czesc¢ rzeczywista.



Zatdézmy, ze w procesie falowym faza jest stata, to jest

X
a)(t — —j + ¢, = const (8.78)
u
R&6zniczkujgc to wyrazenie otrzymujemy dt — (1/u)dx = 0, skad
dx
===u 8.79

Predkosc¢ u propagaciji fali jak predkoscig przemieszczania sie fazy fali. Z tego powodu predkos¢ te
nazywamy predkoscig fazowa.

Z wyrazenia (8.76) wynika, ze

U=— 8.80
" (8.80)
co oznacza, ze predkos¢ fal sinusoidalnych zalezy od ich czestosci. To zjawisko nazywamy
dyspersjq fal, a osrodek w ktéorym obserwowana jest dyspersja fal nazywamy osrodkiem
dyspersyjnym.



Rys. 8.15. Sity dziatajace na element Ax struny.

Teraz znajdziemy relacje okreslajacg zaleznosc¢ predkosci fali na strunie od T i . Dla matych katow
Sina = a = &yl .

Sita wypadkowa dziatajgca na element struny w kierunku pionowym jest rowna iloczynowi masy

elementu struny uAx przez przyspieszenie pionowe 4%y / & t*. Wobec tego
2

0
Foyp =Ty —Tay = (yAX)ét—zl



Podstawiajac a = &//JX, otrzymamy
oY _ %y (8.81)

Jest to rézniczkowe réwnanie falowe struny.

Predkos¢ fali mozna okresli¢c podstawiajgc w (8.81) odpowiednie pochodne funkcji y(x, t) okreslonej
rownaniem (8.77).

2

Y _ A2 cos(at — kx + ;)
2

i’t—zl = -Aw’ cos(at —Kkx + ¢,)

Uwzgledniajgc te wyrazenia w (8.81), mamy

skad znajdujemy

u= \/% (8.82)

Podstawiajgc do rownania (8.81) w miejsce wyrazenia (/T parametr 1/ u?, otrzymamy
2%y _ 1%
& u? A’

Jest to rownanie falowe. Jego rozwigzaniem jest wyrazenie (8.77)

(8.83)




Przenoszenie energii przez fale

Energia dostarczona do jednego konca struny, przenoszona z predkoscig fali moze by¢ przyjeta i

pochtonieta na drugim koncu.
Moc

P=F.V :T(stina
a

ktladagc v=/Aa. Dla matego kata
Sina =-oy | . Tak wiec

(22

a poniewaz y = Acos ot —x / u), wiec

>
X
: Qz—Aa)sina)t—i
Koniec struny i u
Y _ A% sin a)(t —ij
X u u

Rys. 8.16. Koniec struny odciggniety do gory
celem wzbudzenia fali biegnacej.

Chwilowa moc przekazywana w chwili czasu t w punkcje x =0
2
P =TA%? sin? ot
u



Srednia warto$é mocy jest dwukrotnie mniejsza ((sin” wt) =1/ 2)

2
To® \2 (8.84)
2U

Srednia wartos$¢ przenoszonej mocy nazywana jest natezeniem fali.

(P) =

Natezenie fali jest proporcjonalne do kwadratu jej amplitudy.



Paczka falowa. Predkos¢ grupowa

Jezeli osrodek jest liniowy, to spetniona jest zasada superpozycji (naktadania) fal: wypadkowe
wzbudzenie w dowolnym punkcie osrodka liniowego przy jednoczesnej propagacji kilku fal
jest rowne sumie wzbudzen wywotanych przez kazda z tych fal z osobna.

Acosm,t

Obwiednia

(b)
il

Rys. 8.17. (a) Dwie fale monochromatyczne o nieznacznie roéznigcych sie czestosciach,
bedacych w fazie w poczatku ukiadu wspoétrzednych. (b) Suma dwéch fal
monochromatycznych.



Dodawanie fal monochromatycznych o réznych lecz zblizonych czestosciach. Z uptywem czasu fale
beda "rozbiegac sie” fazowo jedna wzgledem drugiej. Przyjmijmy

ot o w, — @
o=—""-"2% | Ao=-"2—""

2 2
Wdwczas suma
S(t)= Acos(@ + Aw)t + Acos(@ — Ao )t
Wyrazenie to mozemy przeksztatcic
S(t) = 2Acos|(4w)t|cos @t = A(t)cos at (8.85)

gdzie
A(t) = 2Acos(dw )t

jest obwiednia, czyli funkcja modelujaca.
Dodamy wiekszg liczbe fal monochromatycznych o nieznacznie réznigcych sie czestosciach.

Poprzez dobor fal monochromatycznych o zblizonych czestosciach mozna zbudowac paczke falowa.



»
®

Rys. 8.18. (a) Suma trzech fal monochromatycznych. (b) Wzgledny rozkitad amplitud.

Funkcja G(a)) charakteryzuje wzgledne intensywnosci trzech sumowanych fal monochromatycznych.



] o

Rys. 8.19. (a) Suma pieciu fal monochromatycznych. (b) Wzgledny rozktad amplitud.



W celu uformowania pojedynczej paczki falowej dokonuje sie sumowania nieskonczenie wielu fal
monochromatycznych o zblizonych czestosciach.

ol
U

e

Q)

(@)

»

Rys. 8.20. (a) Suma nieskonczonej liczby fal monochromatycznych. (b) Wzgledny rozktad
amplitud. G(a)) - funkcja gaussowska ze sSrednia wartoscia @ i odchyleniem

sredniokwadratowym Aw.

Funkcja gaussowska G(a)) charakteryzuje wzgledne amplitudy pojedynczych sktadowych
monochromatycznych

G(w)= exp{— (;)(A_;)f } (8.87)

gdzie A w odchylenie sredniokwadratowe — rozrzut czestosci.



Aby obliczy¢ catke

| G(e)cos mtdw (8.88)
skorzystamy z tablic catek
j‘ (0 - w)z t? 2 _
exp| — " |cos wtdw = 2z exp| —| — ((4w)" |cos wt (8.89)
2(Aw) 2

Jest to fala monochromatyczna c0Ss @t zmodulowana gaussowskag obwiednig expl— (tz/ZXAco)ZJ.

Odchylenie sredniokwadratowe dla tej funkcji

At = i (8.90)
Aw

nazywane jest szerokoscig paczki falowej

Rozrzut czestosci skitadowych monochromatycznych réowny jest odwrotnosci szerokosci
paczki falowej. Funkcja G(a)) nazywana jest transformatg (obrazem) Fouriera paczki falowe;.

Predkos¢ paczki falowej, czyli predkos¢ obwiedni, nazwana jest predkoscig grupowa. Predkosc
grupowa moze znacznie rozni¢ sie od predkosci fazowej, z ktorg rozchodzg sie sktadowe
monochromatyczne.



Rys. 8.21. Dwie fale monochromatyczne y; i y, poruszaja sie w prawo z nieznacznie réznigcymi
sie predkosciami. Obwiednia sumy y; i y, przemieszcza si¢ w prawo z podwojng predkoscia.
Przytoczono cztery kolejne polozenia odpowiadajace chwilom czasu ¢t,,....,{,. Strzatkami
zaznaczono potozenie grzbietéw w réznych chwilach czasu.



Superpozycja dwoch fal biegngcych
y(x,t)= Acos|(@ + Aot — (k + 4k )x|+ Acos|(@ — dw)t — (k — 4k )x]
gdzie k =27/ A jest $rednig liczba falowa.
Stosujgc dla cos a + cos £ trygonometryczng forme dodawania,
y(x,t) = 2Acos[(dw)t — (4k)x]cos(@t — kx)
Obwiednie mozemy opisa¢ w postaci
A(x,t) = 2Acos|(dw)t — (4k)X].
Maksimum funkcji jest przyjmowane gdy
(do)t —(4k)x =0

to jest przy

X _ dw
t 4k
Jest to predkosc przemieszczania sie grzbietu obwiedni czyli predkosc¢ grupowa.

Jezeli mamy zbidér fal monochromatycznych o zblizonych czestosciach, przy czym a):a)(k), to
predkosc¢ grupowa
_do

V. =~ 8.91
97 gk (8.91)



Vy = d(UK)_u+kd—u_u k(d—Udlj u+k(—£jd—u
dk dk dA dk k/)dA
V,=U-— ﬂd—u (8.92)
dA

Vv, moze by¢ mniejsze jak i wigksze od u w zaleznosci od znaku du / dA.

W osrodkach niedyspersyjnych du/ dA =0 ivg = u.

W teorii wzglednosci udowadnia sig, ze predkosC grupowa V  <C, podczas gdy dla predkosci
fazowej nie ma ograniczenia.

Przyktady rozchodzenia sie fali z predkoscig grupowa;
e przechodzenie Swiatta przez dielektryk,
e paczki falowe.



Interferencja fal

Fale nazywamy koherentnymi jezeli roznica ich faz pozostaje stata w czasie.

Superpozycja dwéch koherentnych fal sferycznych wzbudzonych zrédtami punktowymi.

Rys. 8.22. Interferencja koherentnych fal sferycznych.



Rownanie fali sferycznej

S(r,t):icos(a)t —kr +¢,) (8.93)
I
Amplituda fali sferycznej maleje jak 1/r (gdy nie ma miejsca dysypacja energii). W wyniku
superpozycji dwoch fal

S,(r,t)= %cos(a)t —kr, + ¢,)
1

S,(r,t)= %cos(a)t —kr, + )
2

Amplituda fali wypadkowej w punkcie P

a7 = As{ e 2 coslk(r—1,)+ (o —@]}

PR PR P15

Dla zrédet koherentnych ¢, — ¢, = const, wiec wynik interferencji fal zalezy od wielkosci A=r, -,
nazywanej roznicg drog fal.



W punktach gdzie

k(r; —1p) = (o — ) = £ 2mz (8.94)
(m=0, 1, 2,...) obserwuje sie maksima interferencyjne, a amplituda wypadkowa wynosi
AP A
r-1 r2
W punktach gdzie
k(r,—1,)— (@, —@,)=+(2m + 1)z m=1,2, (8.95)
obserwuje sie minima interferencyjne; amplituda wypadkowa
3
I

m =0, 1, 2,... nazywamy odpowiednio rzedem interferencyjnego maksimum lub minimum.
Warunki (8.94) i (8.95) sprowadzajq sie do tego, ze
r,—r, =const (8.96)

Jest to rownanie hiperboli o ogniskach w punktach S; i S, .



Fale stojace
Szczegoblnym przypadkiem interferencji sg fale stojgce.

Dwie fale sinusoidalne propagujgace sie w przeciwnych kierunkach wzdtuz osi x majg jednakowe
amplitudy i czestosci.
y, = Acos(at —kx)

y, = Acos(at +kx)
Dodajac te rownania, otrzymamy

Yy, +Y, = 2Acos kx cos mt = 2Acos(2zx | 1)cos wt (8.97)

W kazdym punkcie fali stojgcej zachodzg drgania o tej samej czestosci o z amplitudg
A, =|2Acos(2zx | A).
W punktach (strzatki) gdzie
27X
S
amplituda fali stojgcej osigga maksimum réwne 2A.

+tmzx (m=0,1,2,...)

W punktach (wezty) gdzie
—:i(m +—)7z (m=0,1,2,...)

amplituda fali stojgcej jest zerowa.
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Rys. 8.23. Fala stojaca.

Wspotrzedne strzatek i weztow

A

=+m —

(m=0,1,2,..)

(m=0,1,2,..)



Zjawisko Dopplera

Zmiana czestosci wynikajaca z wzajemnego ruchu obserwatora i zrédta nazywa sie zjawiskiem
Dopplera.
Typowy przyktad: dzwiek gwizdka zblizajgcego sie pociggu.

(a) (b)

Qe

Rys. 8.24. Zjawisko Dopplera: a) zrodto jest nieruchome (zblizajacy sie obserwator odbiera fale
o wiekszej czestotliwosci), b) zrédto zbliza sie do obserwatora (fala ma mniejsza ditugos¢ z
przodu, a wieksza z tytu).



Gdyby obserwator nie poruszat sie, to w ciggu czasu t rejestrowatby ut/A fal. Poniewaz jednak
porusza sie w kierunku zrodta z predkoscig vy, to w tym samym czasie t odbiera on v,/t dodatkowych
fal. Z tego powodu czestotliwosc ' odbierana przez obserwatora

f':(”—t+v—°tj1= U +Vo _ (v =f(1+\ij (8.98)
A At A u u

Czestotliwos¢ odbierana przez obserwatora jest wieksza od czestotliwosci zrodta. Gdy obserwator
oddala sie, to we wzorze (8.98) nalezy zmieni¢ znak predkosci v,, co powoduje, ze czestotliwosc
ulega zmniejszeniu.

Gdy zrédto porusza sie wzgledem nieruchomego obserwatora, wystepuje efekt skrécenia dtugosci fal
w Kierunku obserwatora oraz wydtuzenia dtugosci fali w kierunku przeciwnym, co pokazano na rys.
8.24Db.

Jezeli czestotliwos¢ zrodta jest f, a jego predkos¢ v,, to w czasie jednego okresu drgan zrodto to
przesuwa sie o odcinek v,/f i kazda dlugos¢ fali ulega skroceniu o ten odcinek. Dtugos¢ fali
dochodzacej do obserwatora wynosi wiec

F_u_v,
f f
A stad czestotliwos¢ odbierana przez obserwatora
u uf 1
f'=—= =f (8.99)

f u-v, 1-(v,/u)

Mamy wiec efekt podobny jak w przypadku ruchu obserwatora; zblizanie sie zrodta powoduje wzrost
czestotliwosci, a oddalanie (v, < 0) zmniejszenie sie czestotliwosci.



W przypadku gdy porusza sie zarowno zrodto dzwieku jak i obserwator, to nalezy traktowac, ze ruch
zrodta odbywa sie niezaleznie od ruchu obserwatora.

W przypadku fal akustycznych, stosunek predkosci obserwatora (lub zrédta) do predkosci fazowej fali
nazywa sie liczbg Macha

m=—
u
Gdy zrodto porusza sie z predkoscig przewyzszajacg predkos¢ dzwieku, to wytwarza ono fale
uderzeniowg o wiasciwosciach odmiennych od poprzednio omawianych fal.

Zjawisko Dopplera dla fal elektromagnetycznych ma liczne praktyczne zastosowania, np.:
e W fizyce atomowej,
e W astronomii do okreslenia predkosci odlegtych swiecacych ciat niebieskich,
e W radiolokacji do pomiaru predkosci i odlegtosci ruchomych obiektow.



