Przedmiot badan fizyki statystycznej — uktady sktadajgce sie z olbrzymiej ilosci czgstek (ujawniajg
sie specyficzne prawa statystyczne).

Opis termodynamiczny uktadu — ukfad rozpatrujemy jako obiekt makroskopowy nie interesujgc sie
naturg czastek z ktorych on sie sktada.

Stan w ktorym ukfad moze znajdowacé sie dowolnie diugo nosi nazwe stanu rownowagi
termodynamicznej. Stan taki jest okreslony przez zadany zbior niezaleznych parametrow
fizycznych, tzw. parametréw stanu.

Podstawowymi parametrami stanu sa: objetos¢ ukfadu V, cisnienie p i temperatura T. Czesto
jednak parametry te nie wystarczajg do opisu stanu uktadu, np. dla uktadu sktadajgcego sie z kilku
substanciji nalezy takze podac ich koncentracje.

Kazda zmiane w uktadzie termodynamicznym, zwigzang ze zmiang chocCby jednego z parametrow
stanu, nazywamy procesem termodynamicznym.

U podstaw termodynamiki lezg dwie zasady termodynamiki.



Pierwsza zasada termodynamiki

Zbior wszystkich postaci energii zawartej w ukladzie izolowanym nosi nazwe energii
wewnetrznej ukfadu U. Energia wewnetrzna jest funkcjg stanu uktadu — kazdemu stanowi uktadu
odpowiada jedna i tylko jedna jednoznacznie okreslona wartosS¢ energii wewnetrznej.

Uktad termodynamiczny moze otrzymac lub oddac¢ pewng ilos¢ ciepta 4Q, moze wykonac prace lub
moze by¢ nad nim wykonana praca AW.

Pierwsza zasada termodynamiki:

Zmiana energii wewnetrznej uktadu jest rowna sumie ilosci ciepfa i pracy wymienionej przez
ukfad z otoczeniem.

AQ =dU + AW (15.1)

gdzie:
AQ — ilosc ciepta pobranego przez uktad,
dU — zmiana energii wewnetrznej,
AW — praca wykonana przez uktad przeciwko sitom zewnetrznym.

W odroznieniu od energii wewnetrznej, praca AW i ciepto A4Q zalezg nie tylko od stanu
poczatkowego i koncowego uktadu, lecz takze od drogi po ktorej nastgpita zmiana stanu uktadu.



Druga zasada termodynamiki

Jezeli w uktadzie termodynamicznym proces przebiega nieskonczenie powoli ze stanu 1 do
stanu 2 i z powrotem do stanu 1 przez te same posrednie stany (bez jakichkolwiek zmian w
otaczajgcym osrodku), to tego rodzaju proces nazywamy odwracalnym.

Proces odwracalny jest procesem wyidealizowanym. Wszystkie rzeczywiste procesy sa
nieodwracalne. Nieodwracalne sg procesy chtodzenia, mieszania, rozprezania gazow, itp. Procesy
nieodwracalne mogq przebiegac tylko w jednym kierunku. Kryterium przebiegu proceséw okresla
druga zasada termodynamiki.

Zatozmy, ze przy nieskonczenie matej zmianie stanu uktadu w temperaturze T uktad uzyskuje ciepto

AQ. Stosunek AQ/T jest rézniczkg zupetng pewnej funkcji S, ktora podobnie jak energia wewnetrzna,
zalezy tylko od stanu uktadu

= (15.2)

Funkcja ta nosi nazwe entropii ukfadu.



Rozpatrzymy zmiane entropii w procesach nieodwracalnych. W przypadku wymiany ciepta miedzy
dwoma ciatami, ogdélna zmiana entropii wynosi

AS =%—%=QT2 —T
T, T LELP:
gdzie Q4 — ilosSC ciepta pobranego przez pierwsze ciato, Q, — iloSC ciepta oddanego przez drugie
ciato. Poniewaz Q= Q,=Q oraz T, < T,, wiec
AS >0

Z nierownosci tej wynika, ze w procesie nieodwracalnym zwieksza sie entropia uktadu.

W procesie odwracalnym T, = T4 i A4S = 0. Zatem wzrost entropii przy nieodwracalnej wymianie
ciepfa jest wiekszy niz przy odwracalne;.

Przypusémy, ze AQ jest iloScig ciepta jakg uktad pobrat w temperaturze T. Gdyby ciepto to byto
pobrane w procesie odwracalnym, to przyrost entropii wynositby

A
ASyy = ?Q (15.3)
Natomiast w procesie nieodwracalnym przyrost entropii bedzie wiekszy od tej wielkosci

A
A ioq > ?Q (15.4)



W przypadku uktadu izolowanego 4Q = 0, zatem
ASieoq > 0 (15.5)

Zwigzek (15.5) stanowi kryterium okreslajgce ukierunkowanie procesu nieodwracalnego w uktadzie
izolowanym: proces nieodwracalny przebiega w kierunku wzrostu entropii.

taczac zwigzki (15.3) i (15.4) otrzymamy

A

ds > 49 (15.6)

T
Wzor (15.6) wyraza druga zasade termodynamiki: w procesach odwracalnych zachodzacych w
uktadzie izolowanym entropia pozostaje stafa, a w nieodwracalnych wzrasta.
Podstawiajgc  4Q wyznaczone 2z (15.6) do (15.1) otrzymujemy podstawowy zwigzek
termodynamiczny, ktory tgczy pierwszg i drugg zasade termodynamiki

dU <TdS — AW (15.7)



Potencjat chemiczny

Ze zwigzku (15.7) wynika, ze energia wewnetrzna uktadu moze zmieniaC sie kosztem wymiany
ciepta i pracy. Jednakze energia uktadu moze zmieniac sie takze w wyniku zmiany liczby czastek N
w ukfadzie, bowiem kazda ubywajaca czgstka unosi z sobg okreslong ilos¢ energii. Dlatego dla
procesow odwracalnych zwigzek (15.7) w ogolnej postaci zapisujemy nastepujgco:

dU =TdS — pdV + xdN (15.14)

Przyjelismy tutaj, ze uktad wykonuje prace przeciwko cisnieniu zewnetrznemu AW = pAV . Parametr

u nosi nazwe potencjatu chemicznego, analogicznie do potencjatu elektrostatycznego, ktory
pomnozony przez zmiane tadunku dq (tzn. przez zmiane liczby natadowanych czgstek) wyraza
zmiane energii elektrostatycznej ciata.

Z rownania (15.14) znajdujemy
U= (Qj (15.15)
N Jgy

Potencjat chemiczny wyraza zmiane energii wewnetrznej ukfadu przy zmianie liczby jego
czgstek o jednostke w warunkach statej entropii i objetosci ukfadu.



Rozwazmy warunek rownowagi uktadu, w ktorym catkowita liczba czgstek pozostaje stata, lecz
czgstki te mogg przechodzi¢ z jednego ciata do drugiego. Oznaczmy potencjat chemiczny gazu
elektronowego w pierwszym metalu przez u, w drugim zas przez . Poniewaz objetos¢ uktadu
pozostaje stata, wiec warunkiem jego rownowagi jest

pdN = 250N

gdzie 14dN oznacza przyrost energii swobodnej pierwszego przewodnika wskutek przejscia do niego
dN elektronow z przewodnika drugiego, dN — ubytek energii w drugim przewodniku. Skracajac
przez dN, znajdujemy

My = U (15.18)

Warunkiem roéwnowagi takiego ukiadu jest rownos¢ potencjalow chemicznych obu
przewodnikéw.



Druga metodg opisu wtasciwosci ukfadu sktadajgcego sie z wielkiej liczby czgstek jest metoda
statystyczna.

Stan czagstki opisuje sie przez zadanie trzech jej wspotrzednych oraz jej sktadowych pedu. W duzych
zespotach czastek nie jest istotha kazda czgstka oddzielnie. Uktad jako catos¢ podlega innym
prawom niz prawa rzgdzgace pojedynczg czgstkg. Tymi prawami sg prawa statystyczne.

Podstawowg osobliwoscig statystycznych prawidtowosci jest ich probabilistyczny charakter.

Fizyka statystyczna zajmuje sie szukaniem najbardziej prawdopodobnego rozkiadu czastek w
zaleznosci od ich energii. Rozklad ten nazywamy statystyczng funkcjg rozkiadu. Jest to
funkcja parametryczna. Za parametry termodynamiczne wygodnie jest przyjg¢ temperature i
potencjat chemiczny.

Jezeli znana jest funkcja rozktadu, to mozemy znalez¢ wartosci srednie poszczegdlnych
wielkosci fizycznych charakteryzujgcych czastki; a wiec ich srednig energie kinetyczng, srednig
wartos¢ pedu, srednig wartos¢ predkosci, itp. ZnajomosC roznych srednich wartosci parametrow
czastki umozliwia obliczenie niektorych makroskopowych parametrow ukfadu; jak np. cisnienia,
przewodnictwa cieplnego, temperatury, wspotczynnika dyfuzji, itp.

W zaleznosci od indywidualnych wtasciwosci czgstek tworzacych uktad, podlegajg one odpowiednim
rozktadom. Czastki dzielimy na dwie grupy: fermiony i bozony.



Fermiony charakteryzujg sie wyrazng daznoscia do ”“samotnosci”. Jezeli dany stan juz jest
zajety przez fermion, to zaden inny fermion danego rodzaju nie moze zajg¢ tego stanu. Jest to
konsekwencjg zasady Pauliego.

Bozony przeciwnie, charakteryzujq sie daznosciag do “faczenia sie”. Mogg one nieograniczenie
zapetniac ten stan; przy czym czynig to tym "chetniej”, im wiecej bozonow znajduje sie w tym stanie.

Fermiony maja spin potéwkowy (#/2, 3#%/2,...), bozony za$ — spin catkowity (0, 7, 24,...).

Fermionami sa: elektrony, protony, neutrony, neutrino i inne; a
bozonami sg: fotony, piony itp.

Fermionami sg rowniez jgdra atomow pierwiastkow chemicznych sktadajace sie z nieparzystej liczby

nukleonéw; bozonami zas — '|qdra sk’fadalape Sii Z parzistel ”CZbi nukleonow.



Specyficzne wiasciwosci bozondw i fermiondw majg zdecydowany wptyw na zachowanie sie uktadu
jako catosci. Dla ujawnienia sie tych specyficznych wtasciwosci konieczne jest aby czastki "spotykaty
sie” ze sobg dostatecznie czesto.

Zatoézmy, ze na N jednakowych czgstek przypada G roznych stanow, w ktorych moze znajdowac sie
pojedyncza czgstka. Za miare czestosci "spotkan” mozna przyjaC stosunek N/G. Czagstki bedg
spotykac sie rzadko, jesli spetniony jest warunek

ﬂ<<’I (15.19)
G

W takich warunkach liczba nieobsadzonych stanéw jest duzo wieksza od liczby czgstek, a wowczas
specyficzne wiasciwosci fermiondw i bozondw nie moga sie ujawnic.

Uklady tego rodzaju nosza nazwe niezwyrodnialych, a warunek (15.19) nazywa sie warunkiem
niezwyrodnienia.

Jezeli liczba standw G jest tego samego rzedu co liczba czgstek N, tzn. gdy spetniony jest warunek

N> g (15.20)
G

wtedy zagadnienie jak sg obsadzone stany staje sie bardzo istotne. W tym przypadku specyficzne
witasciwosci fermiondw i bozondw przejawiajg sie w petni, a to wywiera znaczny wptyw na
wiasciwosci uktadu jako catosci. Uktady takie noszg nazwe zwyrodniatych.



Uktady zwyrodniale moga tworzy¢ tylko obiekty kwantowo-mechaniczne. Dla spetnienia
warunku (15.20) konieczne jest, aby liczba mozliwych stanow czgstek (liczba G) byta w kazdym
przypadku skonczona. Moze to zachodzi¢ tylko w takim przypadku, gdy parametry stanu czagstki
zmieniajg sie w sposob dyskretny.

Obiekty klasyczne, dla ktorych parametry standw zmieniajg sie w sposodb ciggly, moga tworzyc¢
tylko ukfady niezwyrodniate. Uktady niezwyrodniate mogg tworzy¢ takze obiekty kwantowo-
mechaniczne, jezeli tylko spetniony jest warunek (15.19).



Fizyka statystyczna, ktéra bada wilasciwosci uktadow niezwyrodniatych, nazywa sie
statystyka klasyczng lub statystyka Maxwella-Boltzmanna.

Fizyka statystyczna, ktoéra bada wtasciwosci uktadéw zwyrodnialych, nazywa sie statystyka
kwantowa.

Statystyke kwantowg bozonéw nazywamy statystyka Bosego-Einsteina.

W statystykach kwantowych wystepuja tylko obiekty kwantowe, podczas gdy w statystyce
klasycznej mogaq wystepowac zarowno obiekty klasyczne jak i kwantowe.

Funkcja rozktadu elektronow (fermionéw) okresla prawdopodobienstwo obsadzenia stanéw
energetycznych. W przypadku statystyki klasycznej funkcjg tg jest

f(E)=Ne B (15.23)
Jest to funkcja rozkltadu Maxwella-Boltzmanna.

Nieprzydatnos¢ statystyki Maxwella-Boltzmanna do gazu elektronowego w metalach czy
potprzewodnikach wynika z tego, ze dla elektrondw nie jest obojetne czy stan koncowy jest zajety,
czy tez nie. W fizyce klasycznej nie obowigzuje zakaz Pauliego.



Okazuje sie, ze funkcja rozktadu dla uktadéw kwantowych ma postaé
1

exp[(E ~Er )} +1

KT

f(E)= 0<f(E)<1 (15.28)

Jest to funkcja rozkladu Fermiego-Diraca. Jej wartosc¢ jest zawarta w przedziale miedzy 0 a 1.
Jest to zgodne z intuicjg fizyczng, gdyz wartosci 0 i 1 oznaczajg stany puste i catkowicie obsadzone.

Rozktad Bosego-Einsteina ma postac
1

exp[(E ~Er )} —1

KT

f(E)= (15.30)

Rozktad ten nie ma ograniczenia od gory, tzn, ze f(E) moze przybiera¢ wartosci dowolne.

Dla fotonéw potencjat chemiczny jest rowny zeru.



15.5. Gaz elektronéw swobodnych

Wiele zjawisk fizycznych, zwlaszcza w ciatach statych, jest uwarunkowanych elektronami
swobodnymi. Przyktadem moze byC przewodnictwo elektryczne i cieplne metali. Gaz elektronowy
traktujemy jako gaz doskonatly stanowigcy zbior czastek, ktérych energia oddziatywania
wzajemnego jest mata w porownaniu z ich energig kinetyczna.

15.5.1. Przestrzen fazowa. Funkcja gestosci stanow

Dla czastki wprowadzamy szesciowymiarowqg przestrzen zwang przestrzenig fazowq /. Stan ruchu
czastki jest w kazdej chwili doktadnie odtworzony przez punkt w przestrzeni fazowej. Jesli mamy do
czynienia z uktadem ztozonym z n czgstek to musimy postugiwac sie 6n-wymiarowg przestrzenig
fazowa.

Dla pojedynczej czgstki element objetosci d7"w przestrzeni /7"wynosi

dI" = dxdydzdp,dp, dp, = d73,d7, (15.31)

gdzie:
d/\, =dx dy dz — element objetosci w przestrzeni wspétrzednych,
d/, =dp,dp,dp, — element objgtosci w przestrzeni pedow.

Pojedyncza czastka ma wspotrzedne w przedziale od x do x + dx, od y doy + dy, od z do z + dz
oraz sktadowe pedu od py do py + dpx, od py do py + dpy, od p, do p, + dp..



Zgodnie z zasadg nieoznaczonosci Heisenberga, elektronowi mozemy przypisac element objetosci
dI” = dxdydzdp,dp,dp, = h° (15.32)

Element objetosci d/"= h® jest komdrka fazowa w przestrzeni 7. W elemencie objetosci h® moga byé
dwa elektrony. Objeto$¢ komorki elementarnej dla elektronu wynosi zatem h*/2.

Fakt, ze elektronowi przypisuje sie komorke o objetosci h®/2 sprawia, ze w okreslonym przedziale
peddw (czy energii) znajduje sie Scisle okreslona liczba komorek elementarnych.

D A Aby wyznaczy¢ te liczbe, rozwazymy w
‘ przestrzeni pedow dwie powierzchnie kuliste o
promieniach p i p + dp (rys. 15.2). Element
objetosci tej warstwy kulistej wynosi
d
‘p/ drI, =47zp°dp
9 Poniewaz w przestrzeni pedow objetosc¢
o+dp komorki elementarnej wynosi
3 3
> ar, - h®2 h?p2
Py dxdy dz d/7y,
P, wiec w elemencie o objetosci 4zp“dp liczba

komorek elementarnych wynosi
Rys. 15.2. Element objetosci w przestrzeni

2 2
pedow. 47p“dp _ 8zp~dp
dr, h®

dry,



Dalsze rozwazania przeprowadzimy dla jednostkowego elementu objetosci w przestrzeni
wspotrzednych. Liczba komorek elementarnych znajdujgca sie w jednostce objetosci w przedziale
pedow od p do p + dp wynosi

8102
9(p)dp =" dp (15.33)
Funkcje g(p) nazywamy funkcja gestosci standw w przestrzeni pedoéw. Jest to liczba komorek
elementarnych (liczba stanow) w jednostce objetosci w jednostkowym przedziale pedow.

W wielu zagadnieniach wygodniegj jest postugiwac sie gestoscig standow w przestrzeni energii. Jezeli
przyjmiemy, ze v/c <<1, to dla elektronéw swobodnych

Zatem

2 1 /2m
= 2mE dp=—-,—dE
P P >\ E

Podstawiajgc to do wzoru (15.33) otrzymamy wyrazenie na liczbe komorek elementarnych
znajdujgcych sie w jednostce objetosci w przedziale energii od E do E + dE

B 47:(2m)3/ 2

i E'V2dE

g(E)dE




Funkcje

g(E)= E"? (15.34)

nazywamy funkcjg gestosci stanéw w przestrzeni energii. Jest to liczba stanow (liczba komorek
elementarnych) w jednostce objetosci w jednostkowym przedziale energii.

A

a(E)

>
0 E

Rys. 15.3. Zaleznos¢ funkcji gestosci stanéw od energii.



15.5.2. Gaz elektronowy

W 0 K elektrony zajmujg komorki o mozliwie najmniejszej energii az do pewnej energii maksymalnej,
ktora bedzie funkcjg koncentracji elektronow. Maksymalna energie elektronow w 0 K nazywamy
energia Fermiego. Poniewaz w temperaturze 0 K sg obsadzone wszystkie stany energetyczne
ponizej energii Fermiego, dlatego liczba elektronow dn w jednostce objetosci w przedziale energii od
E do E + dE jest rowna liczbie komorek. Mozemy wiec zapisac

3/2
dn = g(E }E = 47[(?:) E'2dE
Catkujgc otrzymujemy
3/2 Eg 3/2
n = 4”(2T) [E"2dE = 8”(2”;) HE (15.35)
h 0 3h

gdzie Er jest energig Fermiego, a n — koncentracjg elektronow.

W przestrzeni pedow elektrony bedg znajdowaty sie wewnatrz kuli o promieniu pg = (2mEF )1/2.

Powierzchnie tej kuli nazywa sie powierzchnig Fermiego.



Aby oszacowacC jakie sg wartosci energii Fermiego, rozpatrzymy gaz elektronowy w miedzi.
Koncentracja elektrondw w miedzi jest rowna koncentracji atomoéw

gdzie p jest gestoscig, Np — liczbg Avogadra, a m, masg atomowa. Podstawiajgc dane liczbowe

otrzymujemy n = 8.46x10%° m™.

Z wyrazenia (15.35) obliczymy

2 2/3
.= ;—m(g’—g (15.36)

otrzymujac Er = 7.07 eV. Majac Er mozemy policzy¢ predkosc elektronoéw na poziomie Fermiego

Dla rozpatrywanego przypadku ve = 1.57x10° m/s.

Nawet w temperaturze 0 K, elektrony majg bardzo duze energie i poruszajg sie z olbrzymimi
predkosciami [majg energie setki razy wieksze od energii ruchow termicznych w temperaturze
pokojowej (0.039 eV)].

Energia termiczna 3kT/2 jest nawet w temperaturach stosunkowo wysokich znacznie mniejsza od
Er. Oznacza to, ze prawdopodobienstwo obsadzenia standw o E < Er jest mniejsze od jednosci,
natomiast prawdopodobienstwo obsadzenia stanow o E > Er jest wieksze od zera.



Dla T >0 K mamy

%<f(E)<1 dla E < Ef
f(E)z% dla E = Ef
0<f(E)<% dla E > E

W temperaturze T > 0 K, poziom Fermiego okreslamy jako poziom energetyczny, ktorego
prawdopodobienstwo obsadzenia wynosi 1/2. Przedziat energii w ktérym funkcja rozktadu
zmienia sie od jednosci do zera wynosi kilka kT. Na rys.15.4 przedstawiono przebieg funkciji f(E) dla
kilku temperatur.

f(E)y

1.0

0.5

Rys. 15.4. Funkcja rozkiadu Fermiego-Diraca dla temperatur: 1 — 0K, 2 - 300 K, 3 — 1000 K
i14-500K



dn/dE

0 — >
E, E, E, E

Rys. 15.5. Zaleznos¢ koncentracji elektronow na jednostkowy przedziat energii od energii w
réoznych temperaturach. Zaznaczone pola sg miarag catkowitej liczby elektronow i liczby
elektronéw o energii w przedziale od E; do E..




Koncentracja elektronow o energiach w przedziale od E do E + dE wyrazi sie wzorem
dn=g(E)f(E)dE

Poniewaz energia zmienia sie od 0 do «, wiec

n=[g(E)f(E)dE (15.38)
0
Przy spetnianiu warunku
(E-Er )}
ex >> 1 15.39
IO[ KT ( )
rozktad Fermiego-Diraca
f(E)= 1 = exp _(E-E¢) = Ne BT (15.40)
[(E ~E¢ )} KT
exp = +1

przechodzi w rozktad Boltzmanna, gdzie N = exp(E¢ /KT ).



Aby warunek (15.39) byt spetniony dla kazdej wartosci energii, to w szczegolnosci winien byc
spetniony dla E = 0. Oznacza to, ze
E
exp(— —Fj >> 1
KT

lub
N —exp(EFj<<1 (15.41)
kT '
Statg N wyznaczamy korzystajgc z zaleznosci (15.38) i podstawiajgc w miejsce f(E) wzor (15.40)

3/2 oo
n = 4”(2T) / NjEVze_E/deE
h 0

Jezeli podstawi¢ E = mv*/2, dE = mvdv, mamy

3 0
n= 87”2 vaze‘m"z/zwdv
h 0

Poniewaz

Tvze—mVZ/sz dv — \/;(ZKT )3/2
i 4 \ m

wiec



n= 3 N (15.42)
Ostatecznie otrzymujemy
3
No nh - (15.43)
2(27mKT)

Stata N bedzie wiec duza dla duzych koncentracji n i matych mas czgstek. W tych przypadkach
mozna oczekiwac zwyrodnienia.

Dwa przypadki dla temperatury T = 300 K:
e woddr w warunkach normalnych: n = 2.69x10*° m™, m = 1.66x107%" kg, N = 1.4x10™°
e gaz elektronowy w miedzi: n = 8.46x10°® m™, m = 9.1x10™" kg, N = 3.4x10°

Dla wodoru spetniony jest warunek (15.41) i mozna stosowac statystyke Boltzmanna. Podobnie dla
innych czastek gazu doskonatego. Zwyrodnienia mozna sie spodziewaC¢ w bardzo niskich
temperaturach, znacznie nizszych od temperatury skraplania.

Zupetnie inaczej przedstawia sie sytuacja dla gazu elektronowego w metalach. Bardzo duze n i mate
m powodujg, ze w zwyklych temperaturach N >> 1. Gaz elektronowy w metalach jest zawsze
gazem zwyrodniatym i podlega rozktadowi Fermiego-Diraca.

Tylko gdy koncentracje elektrondw sa niewielkie, gaz elektronowy jest niezwyrodniaty.
Sytuacja taka wystepuje w potprzewodnikach.



