Zwigzek de Broglie'a

_h
p =
I
przyjeto wyrazac przez liczbe falowg k = 2p/l
o= h2p_nh "
20 | 20
W prowadzono specjalne oznaczenie
h
h=—
20
p =hk (11.1)

Rozwazmy czgstke poruszajgca sie wzdtuz osi X, ktorej diugos¢ fali jest rowna | ,. Liczba falowa
czastki ko = 2p/l .

Nie mozna przyjac funkcje falowg w postaci
Y =Acos(k,x - wt)
ale w postaci

Y = Ae!lkox-wt)



Wowczas
¥ ‘2 vy = (Ae-i(kox-wt))(Aei(kox-wt)):A2

Zastosowanie zespolonej funkcji falowej rozwigzuje wskazane powyzej trudnosc i daje rownomierny
rozktad prawdopodobienstwa na osi Xx.

Ze wzoru Eulera wynika, ze urojong i rzeczywistg czesc¢ funkcji Y stanowig fale monochromatyczne
ReY =Acos(k,x - wt)
ImY = Asin(k,x - wt)

Udowodnilismy, ze jezeli ped czastki posiada okreslong wartos¢, to czastke mozna znalez¢ z
jednakowym prawdopodobienstwem w dowolnym punkcie przestrzeni. Inaczej mowiac, jezeli ped
czastki jest doktadnie znany, to nic nie wiemy o je] miejscu potozenia.

W wiekszosci sytuacji fizycznych wiadomo, ze czgstka znajduje sie w okreslonym obszarze
przestrzeni.



(a) ReY

(b) i

p X

-Sx SX
Rys. 11.1. Paczka falowa w postaci rozktadu
Gaussa: (a) zaleznos¢ rzeczywiste] czesci
funkcji falowej od x; (b) zaleznos¢ kwadratu
modutu funkcji falowej (lub gestosci

prawdopodobieinstwa) od x.

Rozwazmy na przykiad, nastepujacg funkcje
falowg w chwili czasut =0

5
X< 0O
Y (x,0)= Aexp - ——Texp(ikyx) (11.2)
4S X &
Rozktad prawdopodobienstwa
& x° 0
eXpé —
ﬂ
Funkcja
& x° 0
exp - — = rozktad Gaussa
23 x 9
gdzie sy jest odchyleniem srednio-
kwadratowym, ktore bedziemy nazywac

nieokreslonoscig wielkosci x i oznaczac przez D
X.

Taka zlokalizowana funkcja nazywana jest
paczka falowa.



Paczke falowg mozna przedstawi¢é w postaci fal monochromatycznych. Rozpatrzymy paczke
falowg w chwili czasu t = 0 i dobierzemy stosowng superpozycje fal monochromatycznych typu
exp(ikx)

>
Y —expg- X—Qexp(lk x) =g B, exp(ik,x)
4S X &
Przejdziemy od sumowania do catkowania
& x* 0 .
Y —expé- —— Zexp(ik,x) = (B(k)exp(ik, x)dx (11.3)
4S X O

Postuzymy sie nastepujgcag tozsamoscig matematycznag;:

expg- L:;—X;exp (ik,x) = S—S(‘)axp[ (k ko)z]exp(lkx)dx
Porownujgc ostatnie dwa, mamy
B(k) :S—;exp[- s 2(k - Kk, )?|
Zamieniajac k na p/ h mamy
B(p) = °* expe (p- pofﬂ
P e (hs,) o



Zasada nieoznaczonosci

B(P) B(p)
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Rys. 11.2. Funkcja rozktadu B(p) wzgledem pedu (u gory) i odpowiadajaca jej paczka falowa
(ponizej). Szerokos¢ paczki falowej na rys. (a) przewyzsza dwa razy szerokos¢ na rys. (b).
Zauwazamy, ze w obydwu przypadkach iloczyn sxs, jest jednakowy.

Czym wezsza jest przestrzennie paczka falowa tym szerszy rozktad po pedzie.

Prawdopodobienstwo réznych wartosci pedu okreslone jest funkcja:

s? é - 20
\B(p)\z — —Xexpé' (p po)2
P & 2(h/2s,)

(11.5)

-\ CN



Widzimy, ze wyrazenie \B(p)\2 jest takze rozktadem Gaussa dla p i mozna je napisa¢ w postaci:

. 5 =
B(p)* :S—’%expg (p- p2°) llj (11.6)
P& 25, 4§
gdzie s, jest odchyleniem sredniokwadratowym czyli "nieoznaczonoscig” wielkosci p.
Porownujgc wyrazenia (11.5) i (11.6) otrzymujemy
S, = L S,S, = h (11.7)
P25, m 2

Wobec tego, w przypadku funkcji falowej w postaci rozktadu Gaussa iloczyn szerokosci paczki
falowej przez szerokosc¢ funkcji rozktadu po pedzie jest rowny h/2.

W ogolnym przypadku mamy

DxDp 3 g (11.8)

Zasada nieoznaczonosci potwierdza, ze jezeli czastka zlokalizowana jest w przestrzeni z
odchyleniem sredniokwadratowym Dx, to jej ped nie ma okreslonej wartosci, lecz charakteryzuje sie
rozktadem [B(p)® o "szerokosci” Dp. Fizycznie to oznacza, ze niemozliwe jest jednoczesne doktadne

okreslenie wartosci wspotrzednej i pedu czastki.

Jezeli wiadomo, ze czastka jest w spoczynku, to



Obiektyw

Czgstka

@Kondensor

Fotony

Rys. 11.3. Oddziatywanie fotondw z czastka
w mikroskopie.

nieokreslonosc jej pedu Dp = 0.

W najlepszym przypadku, mikroskop pozwala
okresli¢ potozenie czastki z doktadnoscig do
dtugosci fali stosowanego zrodta. Wobec tego
Dx » | 0. Poniewaz Dp = 0 to iloczyn DxDp
takze powinien by¢ rowny zeru i zasada
nieoznaczonosci jest naruszona! Czy to jest
prawdziwe rozumowanie?

Z pozycji mechaniki kwantowej. swiatto sktada
sie z fotondbw o pedzie p = h/l. Azeby
zaobserwowac czgstke, to na niej powinien ulec
rozproszeniu lub pochtonieciu (w skrajnym
przypadku) jeden z fotonow wigzki Swiatta
zebranej soczewkg skupiajgcg (rys. 11.3).
Wobec tego czastce bedzie przekazany ped p =
h/l . Stad w chwili obserwacji potozenia czastki z
doktadnoscig Dx » |, nieokreslonos¢ jej pedu
jest Dp3 h/l. Mnozgc te nieoznaczonosci
otrzymujemy

DxDp 3 | th

Co jest zgodne z (11.8).

Wilasciwosci paczek falowych



Paczka falowa propaguje sie nie z predkoscig grupowg

, = dw
5 dk
Zgodnie ze zwigzkami de Broglie'a
hw =E i hk =p
Zamienmy w wyrazeniu E = p%/2m wielko$¢ E na hw, a p na hk ; wéwczas
2
hw = —(hk)
2m
R&zniczkujgc to wyrazenie po k
Law _ h%k
dk m
dw hk p iy
dk m m
czyli
Vg =V

Paczka falowa przemieszcza sie z predkoscia rowng predkosci czastki.



Rozpatrzmy teraz dwie czastki z ktorych jedna posiada predkosc¢ vy, a druga — predkosc vg+Dvg. W
chwili czasu t = 0 ich wspo6irzedne sg zgodne, a po uptywie pewnego czasu t czgstki rozejdg sie na
odlegtosc¢

Dx = (Dv ) (11.9)

Udowodnimy, ze pojedynczej paczce falowej wiasciwy jest rozrzut wartosci predkosci grupowej
Dvg, ktory zgodnie z (11.9) powinien prowadzi€ do zwiekszenia szerokosci Dx.

Mamy
dv,
Dvy, =——Dp
dp
Wprowadzajgc w miejsce vy napisac v
Dv, =d—VDp »iDp (11.10)
dp m

Poczatkowa warto$¢ Dp jest ograniczona, zgodnie z zasadg nieoznaczonosci, wielkoscig h/Dx, ,

gdzie Dx, oznacza nieokreslonosS¢ potozenia poczatkowego, czyli szerokos¢ wyjsciowe] paczki
falowej. Podstawiajgc te wielkos¢ do (11.10) otrzymujemy

M &DX,

Podstawienie ostatniego wyrazenia do (11.9) daje

h
mDXx,

Dx » t



Szerokosé paczki falowej rosnie proporcjonalnie do t.
"Rozptywania sie” paczki falowe] mozna unikng¢ umieszczajgc czastke w studni potencjatu.

ReY
A
\ Dlat=0 Dlat>0

\/\/\/A,% N WAN AN
Y NAVAAVERS

Rys. 11.4. Paczka falowa w dwoch kolejnych chwilach czasu. Paczka porusza sie w prawo z
predkoscig grupowa zgodnie z predkoscig czastki.

Rozpatrzymy swobodny elektron zlokalizowany w chwili poczatkowej w obszarze Dx, = 107° m
(typowy rozmiar atomu).
Po uptywie sekundy bedziemy miec¢

ht
mDx

Dx = » 1100 km

0]

Chociaz teoria kwantowa pozwala scisle okresli¢ zachowanie funkcji falowej w przysztosci, jezeli jest
ona znana w chwili poczatkowej, nie ma jednak istotnego znaczenia poniewaz funkcja falowa bardzo
szybko rozptywa sie po catej przestrzeni.

Mechanika kwantowa a determinizm i swobodna wola. Jednakze to nie oznacza, ze mamy prawo
powotywac sie na mechanike kwantowg jako na dowdd istnienia swobodnej woli.



Czastka w studni potencjatu

-

0 L X

Rys. 11.5. Czastka odbija sie od lewej scianki studni o dtugosci L.

Na prawo od Scianki w punkcie x = 0 (rys. 11.5) zachodzi natozenie dwoch fal rozchodzacych sie w
przeciwnych kierunkach:

% (x t) — Belkx-wt _ pa-ike-int _ B(eikx ) e-ikx)e-iwt
Wybralismy znak minus ze wzgledu na to, ze Y powinno przyjmowac zerowg wartos¢ przy x = 0.
Stosujac znany wzor
eikx _ e-ikx

sin(kx) = i

napiszemy Y (x, t) w postaci
Y (x,t)=2iBe ™ sin(kx) = Ae”™ sin(kx) (11.11)

gdzie A = 2Bi. Funkcja Y (x) powinna przyjmowac wartos¢ zerowg przy x = L i x = 0.



Podstawiajgc do (11.11) w miejsce x wielkos¢ L, otrzymamy
sin(kL)=0
Rownos¢ ta jest spetniona kiedy
KL = np,

gdzie n jest liczbg catkowita.

Dozwolone sg tylko takie wartosci liczby falowej k;,, ktére spetniajg rownanie

n
k, =P (11.12)
L
Tym samym zazadaliSmy, aby w studni utozyta sie catkowita liczba potfal, co jest zgodne z
warunkiem powstania fali stojgcej na strunie:

L=n—
2
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Rys. 11.6. Pierwsze cztery fale stojace
odpowiadajace czastce w studni; na
najnizszym rysunku pokazano (gestos¢

prawdopodobienstwa czastki w stanie z n =
4.

Na rys. 11.6 przedstawiono funkcje falowe
Y. (x)= Asin@P &
8 L o
dan=1, 2, 3, 4.

Odpowiednie wartosci pedu zapiszemy w

postaci
Pn =Nk,
czyli z uwzglednieniem (11.12)
h
P, = np— (11.13)
L
Tym pedom odpowiadajg wartosci energii
Kinetycznej
2 21,2
h
g =Pn —p2P (11.14)
2m 2mL?
Najnizsza mozliwa energia p2h2/2mL2

odpowiada n = 1, a odpowiadajgca jej funkcja
falowa przedstawia potowe sinusoidy. Energie
odpowiadajgcg n = 1 nazywamy energig stanu
podstawowego. W mechanice kwantowej
czastka w studni nie moze posiadac energii

mniejszej niz p 2h2/2mL2 , wskutek tego, ze Y
w studni nie moze byc¢ funkcjg zerowa.



E (eV) Rozwazmy elektron zamkniety w studni o
rozmiarach typowych dla atomu — 107° m. W

£ tym przypadku Ep = (37.2n%) eV.
4
1 Energia (lub dtugosci fal) emitowanych fotonéw
przez elektrony takze przyjmuje dyskretny
200 + zbior wartosci. Takie "widmo” charakteryzujgce
sie dyskretnymi wartosciami energii
[ E, emitowanych fotonow nazywamy liniowym
200 T
—— E2
— E
0

Rys. 11.7. Cztery najnizsze poziomy
energetyczne elektronu znajdujacego sie w
studni o szerokosci 10™° m.



Rownanie Schrddingera

Dotychczas mieliSmy do czynienia z czastkami swobodnymi, ktore charakteryzowaty sie okreslonym
pedem, a stad i okreslong energig. W bardziej ogoélnym przypadku na czgstke mogq dziata¢ sity
zewnetrzne scharakteryzowane energig potencjalng oddziatywania U(x). Poniewaz catkowita energia

2
P
E=— +U(X 11.15
T Ux) (11.15)
pozostaje stata (stany stacljonarne), wzrostowi energii potencjalnej U ze wzrostem X towarzyszyc
bedzie zmniejszenie pedu p z odpowiednim zwiekszeniem dtugosci fali. Wobec tego funkcji falowej
powinna odpowiadac¢ zmieniajgca sie dtugosc fali.

Na rys. 11.8b pokazana jest funkcja falowa, ktérej dtugosc fali zwieksza sie ze wzrostem x.
Doktadng postac funkcji falowe Y (x) ze zmieniajgcq sie dtugoscig fali mozna znalez¢ rozwigzujac

rownanie rozniczkowe zwane rownaniem Schrodingera. Znajdziemy to rownanie dla przypadku kiedy
U(x) mozna aproksymowac funkcjg schodkowg przedstawiong na rys. 11.8c.
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Rys. 11.8. (a) Ze wzrostem x wzrasta energia
potencjalna, a k zmniejsza sie; (b) odpowiadajaca
funkcja falowa Y (x), ktérej dtugos¢ fali wzrasta z
X; (c) aproksymacja funkcja schodkowa funkcji
U(xX) przedstawionej narys. (a).

W ogoélnym przypadku funkcja falowa czastk
w studni ma postac

Y =Asin(kx+j )

gdzie ped p mozna otrzymac ze zwigzku E :
p’/2m + U,

p=.2m(E - U;)
2m
k = \/h—2 (E-Uy)
Wobec tego druga pochodna Y ma postac
‘ZZYZ =-k?Asin(kx +j )=-k?
X

% 2m
ax2 h—z[E Uil

Réwnanie to jest stuszne dla obszaru U;.



Poniewaz to rownanie jest rowniez stuszne dla U,, Us,...., U;, a dowolng funkcje U(x) mozna
przedstawi¢ w postaci doboru matych "schodkéw”, to U; mozna zamienié na U(x).

d% _ 2
7 hT [E-U(x)) (11.16)

Jest to stacjonarne, jednowymiarowe rownanie Schrddingera stuszne w ukiadach
nierelatywistycznych pod warunkiem, ze rozklad prawdopodobienstwa nie zmienia sie w
czasie; inaczej mowigc, jest ono stuszne w przypadkach kiedy funkcje majg postac fal stojgcych.

Niestacjonarne rownanie Schrodingera jest zalezne od czasu; stosowane jest przy rozwigzywaniu
zadan, w ktorych paczka falowa zmienia sie w czasie.

Poniewaz kwadrat modutu funkcji falowej okresla gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki,
wiec tylko te rozwigzania réwnania Schrodingera majg sens fizyczny i sg funkcjami falowymi, ktore
tak jak to prawdopodobienstwo sg: jednoznaczne, ciggte wraz z pierwszymi pochodnymi oraz nie
rosng nieograniczenie w nieskonczonosci.

Jezeli czastka zamknieta jest w studni potencjalnej, to prawdopodobienstwo jej znalezienia na
zewnatrz jest zerowe; tak wiec w tym przypadku warunek graniczny znalezienia czastki przy duzych
wartosciach |x| jest zerowy. Temu warunkowi granicznemu odpowiadajg jedynie okreslone wartosci E

(bedziemy je oznaczac przez E,) i odpowiadajgce im funkcje falowe Y.

Wartosci energii E, nazywamy wartosciami wtasnymi, a odpowiadajace im funkcje falowe Y, —
funkcjami wtasnymi.



Bariera potencjatu. Efekt tunelowy.

Przedyskutujmy teraz jednowymiarowy ruch czgstek w obszarze, w ktorym energia potencjalna
zmienia sie skokowo. Na poczatek rozpatrzymy skok potencjatu przedstawiony na rys. 11.9

U(x) ) }0 dlax<0
i U(x)=i
@ @ fU, dlax>0
U

(0]

W praktyce nigdy nie ma doktadnie prostokatnego
skoku potencjatu. Model ten jest dobrym

U=0 U=u, przyblizeniem wielu sytuaciji fizycznych, np. skoku
potencjatu istniejgcego na powierzchni metalu
(patrz rys. 10.5).
0 X"

Rys. 11.9. Skok potencjatu.

Niech czagstka porusza sie z lewa na prawo wzdtuz osi x i zatozmy, ze E > U,. Wedtug praw
mechaniki klasycznej, w punkcie x = 0 na czagstke bedzie dziata¢ sita opozniajgca F = —dU/dx, |
czastka bedzie poruszata sie ze zmniejszong predkoscig. Zobaczymy, ze w przypadku kwantowym
jest inaczej.



Dla x < 0 rownanie Schrodingera i jego rozwigzanie majg postac

d2Y21 N ZT EY, =0
dx h
Y ,(x) = A +Be ¥ (11.17)
gdzie
2m
Natomiast dla x > 0 mamy
d4, ,2m
dx * h (E v ){ 2 =0
Y, (x) = Ae™2* + B, X (11.18)
gdzie
2m
k, = oz ~—(E-U,)

W funkcji Y1 [wzér (11.17)] czton Aexp(ikix) przedstawia fale propagujaca sie w kierunku dodatnich
wartosci osi x (fale padajacg), a czton Biexp(ik;x) — fale propagujacg sie w kierunku ujemnych
wartosci osi x (fale odbitg).

Poniewaz dla x > 0 nie ma skoku potencjatu, nie ma wiec fizycznych powodow pojawienia sie fali
odbitej i dlatego B, = 0.
W punkcie x = 0, mamy



Y1(0) =Y ,(0) : A tB = A,

a8l 0 :g@'YzQ
e dx gy=o € dX gy

; ki(A - B) = koA,

Wyrazajac B, i A, za pomocag A; i podstawiajgc do wzordow (11.17) i (11.18) otrzymujemy

kl_ k2

Yl — Alelklx + Al e-ik]_X
Ky +K;
2k :
Y, =A L+ g
Ky + K5

Wspotczynnik transmisji, T, definiujemy jako stosunek gestosci strumienia czastek przechodzacych
do gestosci strumienia czastek padajgcych.

Klasycznie gestosC strumienia czgstek jest to liczba czastek przechodzacych w jednostce czasu
przez jednostkowg powierzchnie prostopadtg do kierunku wigzki i jest rowna iloczynowi gestosci
czastek przez ich predkos¢. Poniewaz w ujeciu kwantowym odpowiednikiem gestosci czgstek jest

, dlatego wspotczynnik transmisji T

gestosc prawdopodobienstwa b( 2

) Vz‘Az‘Z

Vl\Al\Z

T = (11.19)

gdzie v; i v, sg predkosciami czastki w obszarze 11 2.



Poniewaz

Vlzplzhkl ; szpzzhkz
m m m m
wiec ostatecznie
e 2k, & Ak 4
T =2 l = A= E > (11.20)
Kigki tkag  (ky +kp) , [E-Uo 6
e

Podobnie obliczamy wspoétczynnik odbicia R

aza[_ E- U,
_ Vi zh —_ (ky - ky)? g
Vo A12 (k1+k2)2 E-U,

§ T E

Oczywiscie musi zachodzi¢ zwigzek R + T = 1, co jak tatwo sprawdzi¢ jest w naszym przypadku
spetnione.

R

+

1
SHERNI SERTIY

Przyjmujgc falowy charakter czgstek, wynik ten nie powinien by¢ zaskoczeniem. Gdy fale swietlne
padajg na granice miedzy dwoma przezroczystymi osrodkami, to czes¢ swiatta odbija sie, a reszta
przechodzi do drugiego osrodka.



Odbicie czastek powoduje, ze np. w zjawisku fotoemisji elektrony mogg zosta¢ zawrécone do metalu,
nawet jesli energia jest wieksza od pracy wyjscia. Moze to prowadzi¢C do zmniejszenia czutosci
fotokomorek, zwtaszcza dla swiatta o czestotliwosci niewiele wiekszej od czestotliwosci progowe.

Y (X)

. i o

~
S
YalANaY: a

0 =

G

N \V
T

U, . :
o) l > X <UO\/ o > X
(@) (b)

Rys. 11.10. Funkcje falowe dla czastek poruszajacych sie w obszarze w ktorym wystepuje skok
potencjatu: (a) E > U, (b) E < U,.

;

m

Rozpatrzymy teraz przypadek, gdy E < U..

W obszarze pierwszym (x < 0) funkcja falowa jest taka sama jak poprzednio. Natomiast w obszarze
drugim (x > 0) rownanie Schrodingera i funkcja falowa majg postac:



Y,(x)=Ae™ +B,e ™ (11.21)
gdzie

Poniewaz Y, nie moze wzrastac¢ nieograniczenie, nalezy przyjac, ze Az = 0.

Korzystajgc ponownie z warunkow ciggtosci funkcji falowej i jej pochodnych w punkcie x = 0,
otrzymujemy

B, =- ah fc Ay
K, +iC
B, = 2K, A,

K, +iC



W spotczynnik odbicia
_ BB,

R *
AA

=1

Zgodnie ze wzorem (11.21) fala wchodzgaca do obszaru drugiego (x > 0) jest wyktadniczo ttumiona |
gestos¢ prawdopodobienstwa jest proporcjonalna do exp(—2c x). Na gtebokosci X, = 1/2¢c gestosc
prawdopodobienstwa maleje e razy; jest to tzw. efektywna gtebokos¢ przenikania czastek przez
bariere. Wedtug mechaniki klasycznej czastka o energii mniejszej od wysokosci bariery nie moze
znalezC sie w obszarze tej bariery.

Rozpatrzymy teraz przypadek, kiedy czastki padajg na bariere o skonczonej grubosci (rys. 11.11).

U(x) Energia potencjalna zmienia sie zgodnie z
A

zaleznoscig
@ @2 3 i0 dla X<0
s U(x)={U, dla 0<x<l
1o dla X > |
U=0 u=u, U=0
R Przeprowadzone powyzej rozwazania pozwalajg

0O L X przypuszczac, ze jezeli E < U, to nastgpi
przenikanie czastek przez bariere, natomiast dla
Rys. 11.11. Bariera potencjatu o skonczonej ~E > Uo nastapi odbicie. Przenikanie czastek
szerokosci. przez barierg o skonczonej grubosci, gdy E <
Uy, Nosi nazwe efektu tunelowego.



Roéwnanie Schrodingera w obszarze 1 i 3 ma postacé

dz +2r2nEY =0
dx h

natomiast w obszarze drugim
d% 2m
dx* h?

Rozwigzaniami w poszczegolnych obszarach sg funkcje

(U, - E)Y =0

Y, =Ae" +Be ¥ w obszarze 1
Y, =Ae“ +B,e” w obszarze 2

Y, = Ae™ w obszarze 3

gdzie

_[2m _ _[2m
e e

(Uo ) E)



Korzystajgc z warunku ciggtosci Y i dY/dx otrzymujemy dla x =0
A +B; =A, +B,
k(A - By)=c(A; - B,)

natomiast dla x = |

c(Age® - Bye )= ikAge™®

Rozwigzujac powyzszy uktad rownan mozemy wyznaczy¢ Az przez A,;. Elementarne obliczenia
prowadzg do wzoru

A dicke™ 199
A_ :\2 ¢l )2 4-cl (11.22)
1 (k+ic)e® - (k-ic)e
Mozemy teraz wyliczy¢ wspotczynnik transmisji
V3 AA; _ AGA
Vi AAL AA

T

poniewaz predkosci w obszarze 1 i 3 sg jednakowe. Uwzgledniajgc wzor (11.22) otrzymujemy

2.2
T = 16k*c (11.23)

(kz +C2)2(ezc| ;e 20 2)+16k202




Bardzo czesto spetniony jest warunek cl >> 1. Wowczas z dobrym przyblizeniem
16k“c® . E Eo ¢ 2
T = 6k“c ze 2cl :16—§[- = e e \/2m( )
(k2 + C 2) U, U ﬂ

Z tego wzoru wynika, ze prawdopodobienstwo przenikania bardzo szybko maleje wraz ze wzrostem
szerokosci bariery.

o\

o Y A(x)
N/ \
N/

4
B,
!

e -
/\Al/\\ /T\
VARV

0 I

> X

Rys. 11.12. Funkcja falowa dla czastek o energii E < U, padajacych z lewej strony na bariere
potencjatu o skonczonej szerokosci.

Dla wigzki elektronow o energii E = 8 eV padajgcej na bariere o wysokosci U, = 10 eV i szerokosci | =
2°107"° m otrzymamy T = 0.12 i R = 0.88. Przy szerokosci bariery | = 5 10™° m wspétczynnik
transmisji wynosi juz tylko 0.01.



Oscylator harmoniczny

Przypadek oscylatora harmonicznego jest bardzo wazny w fizyce (wiele uktadow mozna z dobrym
przyblizeniem traktowac wtasnie jak oscylatory harmoniczne).

W przypadku klasycznym oscylatora harmonicznego, energia potencjalna

2 2
U(x) = KX® _ mwX

2 2
Czastka wykonuje drgania harmoniczne o czestosci kotowej
w = |K
ki m J

a jej energia moze przyjmowac dowolne wartosci, w tym réwniez warto$¢ zerowa.

Jak sie przekonamy, w mechanice kwantowej istnienie warunkéw granicznych przy duzych |[x|
prowadzi do tego, ze dozwolony jest jedynie zbior energii

E, =& - }i—:jnwkl
8 2@

gdzie n jest liczbg catkowitg dodatnia.



(b)

11.13:

Energia
oscylatora harmonicznego; (b) Fala stojaca
trzeciego rzedu (linia ciggta — rozwigzanie

Rys. (a) potencjalna

dokfadne, linia przerywana — rozwigzanie
przyblizone).

Przed bezposrednim zastosowaniem rownania
Schrodingera,  przeprowadzimy  przyblizone
obliczenia. Zilustrujg one podstawy metody
obliczen kwantowomechanicznych.

Sprobujmy rozwigzac¢ to zadanie analogicznie do
zadania z czastkg w studni. Z rys. 11.13 mamy,
ze dtugosc¢ studni wynosi L = 2X,, gdzie X, jest
maksymalnym wychyleniem czyli amplitudg
drgan. W przypadku fali stojgcej n-tego rzedu na
odcinku o dtugosci L, natozy sie n potfal

nl
=2X,
lub
= 4X,
" n
Srednia warto$é pedu
~h_h _ h
=l = o=
| 4X,  4x,
n



Srednia energia kinetyczna

_ <p>2 _ n2h2
<K> - - 2
2m  32mx;
Catkowita energia E jest dwa razy wieksza
_ n°h?
16mx;

| jest takze rowna maksymalnej energii potencjalnej

E = %mw,fI X2
Mnozgc dwa ostatnie rownania, otrzymujemy
_2 _n*h’w;
32
lub
_ P
E = W nhw,,

W granicach doktadnosci naszych "obliczen” mozna przyjaé, ze p/2~2 » 1 i wowczas

E, » nhw,,

n

gdzien=1,2,3



Przeprowadzimy teraz doktadne obliczenia stosujgc rownanie Schrodingera. Podstawiajgc do
rownania Schrodingera U = (]/Z)mwf,xz, otrzymujemy

CCI;YZ =- Zh—Tg% s MW2 X 3{ (11.25)
Odgadujemy rozwigzanie przyjmujgc funkcje falowg w postaci
Y (x)=e >
Obliczajac drugg pochodng
d&y 2 .

e =-2ae ® +4a°x’
X

| podstawiajgc do réwnania (11.25), mamy
(- 2a+4a?x2)e > = 2hr2n gﬁ %mwﬁx2 %
a
2mE  an‘w. 0 ,
+ =X

-2a+(4a2)x2 2 g R

Przyréwnujac wspétczynniki przy x°, mamy




Z poréwnania cztonow wolnych wynika

_h%*a _h*mw, _ hw,
m m 2h 2

Widzimy, ze funkcja Gaussa jest rozwigzaniem pod warunkiem, ze

E

1
W tym przypadku

B é%nmzu
Yx—exA—
1() ps th

Przez podstawienie do réwnania (11.25) mozna przekonac sie, ze rozwigzaniem odpowiadajgcym fali
stojgcej drugiego rzedu bedzie

Yz(x):xexpé- Wy O 2U

SghﬂH

Funkcja ta jest rozwigzaniem tylko wtedy gdy



3
E, = 5 hw,,

Odlegtos¢ energetyczna pomiedzy dwoma sasiednimi poziomami wynosi
E,- E, =hw,.

Odnosi sie to rowniez do bardziej wysokich pozioméw energetycznych opisanych wyrazeniem
E =& 19y n=1,2,3,. (11.26)
& 29

Oscylator harmoniczny emituje fotony, ktorych czestotliwosé jest zgodna z czestoscig oscylatora
klasycznego kiedy przejscia zachodzg pomiedzy sasiednimi poziomami.

Jezeli mamy zbiér oscylatorow harmonicznych, jak to jest np. w ciele statym, to wymiana energii
miedzy nimi moze odbywac¢ tylko kwantami o energii hw,,. Widmo wartosci energii jest dyskretne.

Zauwazmy ponadto, ze oscylator kwantowy nie moze miecC energii rownej zero. Najmniejszej energii,
rownej hw, /2, nie moze przekaza¢ na zewnatrz; oscylator harmoniczny posiada jg nawet w

temperaturze zera bezwzglednego. Jest to konsekwencjg zasady nieoznaczonosci. Gdyby bowiem
energia byta zerowa i drgania nie wystepowaty, to bytby mozliwy jednoczesny pomiar potozenia i

pedu.



