Wstep matematyczny

Pochodna funkc;ji

Ze wzgledu na ograniczong doktadnosC¢ przyrzadow pomiarowych, postugujemy sie
skonczonymi przyrostami wielkosci, np. Ax, 4t, AV, itd.

Czesto zdarza sie, ze jedna wielkos¢ fizyczna wyraza sie przez stosunek przyrostow dwaoch
innych wielkosci, jak np. predkosc i przyspieszenie. Generalnie jednak zapis

Ay

AX
jest nieodpowiedni, gdyz wystepujgce w nim przyrosty sg niejednoznacznie okreslone;
wartosc tego stosunku zalezy na ogoét od wartosci granicznej przy Ax dgzgcym do zera, o ile
tylko Ax jest dostatecznie mate.

Wartos¢ graniczna to pochodna funkciji y(x) wzgledem x

y'= d_y = [im Ay
dx  ax—0 AX
Wyrazenie dy = y'dx nazywa sie rézniczka funkcji y(x), zas dx rézniczka argumentu X.
Obliczanie pochodnej nazywamy réozniczkowaniem.



Interpretacja geometryczna pochodnej

B(x,y.)
1dy=y’dx

O )I(O X, X
Interpretacja geometryczna pochodnej funkcji y(x)

Gdy punkt B zbliza sie do punktu A (tzn. gdy Ax — 0 i w granicznym przypadku pokrywa sie
z punktem A), prosta AB przechodzi w styczng do krzywej w punkcie A, a kat g jest rowny
katowi o jaki tworzy ta styczna z osig x. Zatem

AX—0 AX  dX

Pochodna funkcji w danym punkcie jest rowna tangensowi kata nachylenia stycznej
do wykresu funkcji w tym punkcie do osi x



Mozemy wiec powiedzieC, ze rysunku pokazano rowniez przyrost argumentu AX i przyrost
funkcji 4y. Nie ma istotnej roznicy miedzy interpretacjg geometryczng przyrostu argumentu
AX, a jego rozniczkg dx, jest natomiast zasadnicza réznica miedzy przyrostem funkcji Ay a
jej rézniczkg dy = y'dx.

Pochodna sumy dwoéch funkcji

Jezeliy =u + v, przy czym u i v sg funkcjami tego samego argumentu X, wowczas
dy _ d(u+v) _ du +dv
dx dx dx dx

Jezeli y = uv, wowczas

dx dx dx dx

dy :d(uv):duv+udv

Pochodna ilorazu dwoéch funkcji

Jezeliy = u/v, mamy




Pochodna funkcji ztozonej

Niech z bedzie funkcja zmiennej y, zas y funkcja zmiennej x; np. z = cosy, y = 3x*, czyli z =
cos3x°. Wowczas

dz dzdy

dx dy dx’
Jezeli funkcja f zalezy od kilku zmiennych niezaleznych, np. f(x,y,z,t), wowczas pochodne

po kazdej z nich nazywa sie pochodnymi czgstkowymi i oznacza nieco innym symbolem,
np. of /ox, of /0y, itd. Pochodne te oblicza sie identycznie, jak zwykte pochodne, traktujac

zmienne po ktorych nie wykonuje sie rozniczkowania, jako state.




Rachunek catkowy

Operacjg odwrotng do rozniczkowania jest catkowanie (nieoznaczone). Catkg nieoznaczong
lub funkcjg pierwotng funkcji y = f(x) nazywamy takg funkcje F(x), ktorej pochodna jest
rowna danej funkcji f(x), czyli dF(x)/dx = f(x). Catke nieoznaczong zapisujemy symbolicznie

F(x) = [f(x)dx=] dF(x).

Catkg funkcji f(x) jest kazda funkcja bedaca sumg funkcji F(x) i dowolnej statej C, poniewaz
zawsze d[F(x) # C]/dx = dF(x)/dx = f(x). Catka nieoznaczona funkciji f(x)

F(x) = [f(x)dx+C.
Calkowanie przez zmiane zmiennej (metoda podstawienia)

Jezeli w funkgiji f(x) za zmienng x podstawimy funkcje x = ¢(t), to

[TO)dx =] f[p(t)]p (t)dt.



Catkowanie przez czesci

Jezeli u oraz v sg funkcjami tej samej zmiennej x, to
juv’dx:uv—j u'vdx.

Catka oznaczona funkciji f(x) w granicach od a do b jest definiowana jako
b b
[f(x)dx=F(x) =F(b)-F(a).
a

a

Z catkg oznaczong mamy do czynienia przy rozpatrywaniu wielkosci globalnych, zaleznych
od wartosci innej wielkosci w pewnym skonczonym przedziale argumentu.

Klasycznym przyktadem jest praca wzdtuz pewnej drogi. Jest ona rowna sumie prac na
dostatecznie matych odcinkach drogi, na jakie dzieli sie jg w przypadku sity zalezne] od
potozenia. Przy dostatecznie drobnym podziale mozna przyja¢, ze sita na kazdym z
odcinkéw jest stata. Suma 3f (x: Jax, réwna jest polu figury ograniczonej krzywa
schodkowg. Wartos¢ tej sumy nie jest jednoznacznie okreslona, gdyz zalezy od sposobu

podziatu drogi (a,b). W analizie matematycznej dowodzi sie, ze suma ta niewiele sie rozni

od swej wartosci granicznej przy wszystkich Axj dgzgcych do zera. Ta granica to wtasnie
catka oznaczona. Mozemy wiec zapisaé

jf (x)dx = lim Zf( )AX

n—>oo| 1
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Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

W fizyce mamy czesto do czynienia z catkami po krzywych, powierzchniach (strumienie),
badz tez obszarach trojwymiarowych. Wszystkie takie catki rozumiemy w podobnym sensie,
jak to opisywalismy powyzej. Obszar catkowania dzielimy myslowo na mate fragmenty; na
kazdym z nich funkcje catkowang uwazamy za statg, a nastepnie tworzymy sume iloczynow
tych wartosci i miar odpowiadajgcych im fragmentow.



W przypadku catkowania po krzywej, role Ax; odgrywa dtugosc A4s; i-tego tuku krzywej; przy
catkowaniu po powierzchni Axj nalezy zastgpiC przez pole ASj i-tego wycinka powierzchni;
zas w catkach objetosciowych uzywamy elementow objetosci 4V;. Graniczne wartosci tak
utworzonych sum nazywajg sie odpowiednio catkami: krzywoliniowymi, powierzchniowymi i
objetosciowymi. Mozemy zatem zapisac

e catka krzywoliniowa
n
[f(x.y,zMds = lim > f(x;.,y;,z Ms;,
C I‘l—)ooi:1
e catka powierzchniowa
n
jf(x,y,z)dS = lim > f(x;,yi,z; 4S;,
S n—)ooi:1
e catka objetosciowa

[0y, 2RV = lm 32105.y,.2 )4,

Vv

Jezeli krzywa C lub powierzchnia S, na ktére rozcigga sie catkowanie, jest zamknieta, to na
symbolu catki zwyklo sig dopisywac kétko: § lub § .
C S



Liczby zespolone

Liczbg zespolong z nazywamy liczbe
z=a+lib,

gdzie a i b sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi, zas i — jednostkg urojong spetniajgcg
zwigzek i° = —1. Liczbe a nazywamy czescig rzeczywista liczby zespolonej z, a liczbe b —
czescig urojong liczby z, co zapisujemy a = Rez, b = Imz. Zapis powyzszy nazywamy
postacig algebraiczng liczby zespolone;.

Dwie liczby zespolone z, = a; + iby oraz z, = a, + ib, sg rowne, gdy rowne sg ich czesci
rzeczywiste i urojone, tzn. a; = a,, by = b,. Nie istnieje natomiast pojecie wiekszej lub
mniejszej liczby zespolonej.
Y4 Liczbe zespolong mozna przedstawi¢ jako punkt na
N z=atib plaszczyznie zespolonej. Na osiach ukfadu

| wspotrzednych ptaszczyzny zespolonej odktadamy
i wspotrzedne punktu bedacego obrazem
| geometrycznym liczby z; na osi rzeczywistej x liczbe
| a, zasS na osi urojonej y liczbe b. Korzystajgc z
|
|
|
|

=/

powyzsze] interpretacji geometrycznej, liczbe

0 ¢ ‘ zespolong mozna  przedstawiC w  postaci
a X trygonometrycznej
interpretacia geometryczna lichy 7 _aib=rcosp+irsinp=r(cos ¢ +ising)=re”

Kat ¢ nazywa sie argumentem liczby zespolonej.



DtugosC wektora wodzacego r nazywamy modutem l|ub wartoscig bezwzgledng liczby
zespolonej

Z=r =+a% +b?.
Liczbe zespolong
z* =a—ib=r(cosp—ising)=re™?,

nazywamy liczbg zespolong sprzezong z liczbg z = a + Ib.

Zauwazmy, ze moduty liczb zespolonych sprzezonych sg rowne
|2" |=Va® +b? o z|,
oraz, ze
zz* =a® +b?% =r2.
tatwo sprawdzic, ze

212y =1e'?re'?? = r1r2e'(¢1+¢2) = nyrp[cos(py + ¢, ) +isin(py + ¢, ),
| 2125 |5l Z4 || Z5 |,

i :
Z4 _ r1e. _ I el((01—(ﬂz) :r_1[cos(¢1 — ¢2)+ isin(go1 — (02)],
Zy 1, 1 2




z| |24

Z,| |Zy
z 1’ 5,
z* re

z" = (re”")n =r"e™ =r"[cos(ng)+isin(ny)).



Dziatania na wektorach

Wiekszos¢ podstawowych wielkosci fizycznych ma charakter kierunkowy, w zwigzku z
czym reprezentowane sg przez wektory. Poczatek wektora mozna umieszczac w dowolnym
miejscu, chociaz w niektorych przypadkach jest on narzucony z gory (np. przy wektorze
potozenia lub sity).

Kazdy wektor ma okreslong wartos¢ rowng dtugosci odcinka tgczacego poczatek i koniec
wektora. Dlugos$¢ wektora a oznaczamy zwykle symbolem | a| lub po prostu a.

Mnozenie wektora a przez liczbe rzeczywistg 1 to nowy wektor 1a, o tym samym (4 > 0)
lub przeciwnym (4 < 0) zwrocie co wektor a. Dlugo$¢ wektora A1a wynosi |1a]| = |1|a.



Dodawanie wektorow

Dwa wektory tego samego rodzaju dodaje sie metodg rownolegtoboku.

Dwa sposoby dodawania wektorow:

e przez sprowadzenie ich do wspolnego poczatku,
e przez umieszczenie poczatku drugiego wektora w koncu pierwszego

Dodawanie dwoch wektorow

W pierwszym sposobie wypadkowa wektorow
jest przekatng rownolegtoboku zbudowanego

na wektorach a i b; w drugim — wektor
wypadkowy to odcinek o0 poczatku
pokrywajacym sie z poczatkiem pierwszej
sktadowej i koncu pokrywajgcym sie z
koncem drugiej sktadowej.

Wektor wypadkowy € =& + b, a jego dtugo$é mozna wyznaczyé z twierdzenia cosinuséw

c=+a2+b%—2abcosa,

gdzie « jest katem miedzy wektorami d i b.



Sume wiekszej liczby wektorow najlepiej jest tworzy¢ sposobem drugim, jak pokazano na
rysunku. Wynik dodawania nie zalezy od kolejnosci poszczegolnych sktadnikow. taczac
poczatek wektora pierwszego z koncem wektora ostatniego otrzymujemy wektor

wypadkowy S =a+b+cC +d.

i
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Dodawanie geometryczne dowolnej liczby wektorow

C
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lloczyn skalarny dwoch wektorow

Czesto w fizyce dwie wielkosci wektorowe wystepujg tacznie dajac w rezultacie wielkosc¢
skalarng. Zazwyczaj jest to iloczyn dtugosci jednego wektora przez rzut drugiego na

pierwszy. lloczyn taki nazywamy iloczynem skalarnym dwoch wektorow aib i b, i
oznhaczamy symbolem a-b

a-b=abcosa,



gdzie « jest katem miedzy wektorami @i b i b (rys. 1.6). lloczyn skalarny dwéch wektoréw
jest wiec skalarem. Z defInICjI |Ioczynu skalarnego widac, ze jego wartosc¢ nie zalezy od

kolejnosci czynnikéw, tzn. a-b = b-a

Interpretacja geometryczna iloczynu skalarnego wektorow

(@) (b)

Y
bcosa

lloczyn skalarny dwoch wektorow prostopadtych jest rowny zeru, gdyz cos90° = 0.
Klasyczny przyktad iloczynu skalarnego to praca sity F na odcinku A4S rowna iloczynowi
skalarnemu tych wektoréw F - 4s.



lloczyn wektorowy dwoch wektorow

Sporo wielkosci fizycznych o charakterze wektorowym wyraza sie poprzez inne wielkosci
wektorowe przy pomocy tzw. iloczynu wektorowego. lloczyn wektorowy dib i b jest
wektorem C o kierunku prostopadlym do obu wektoréw i zwrocie zgodnym z kierunkiem
ruchu $ruby prawoskretnej wkrecanej tak, by pierwszy wektor & natozyé na drugi b po
mniejszym kacie. Wartos¢ iloczynu wektorowego rowna jest - na mocy definicji - polu
rownolegtoboku utworzonego przez wektory di b i b , czyli

— - . y.
C=axb=absina.
7 A .
c=daxb
b
%
A —
c=axb @
)
y#
7 3
< 0
b
X 7 . ¢
oc/‘ =
Konstrukcja geometryczna iloczynu c=bxd
wektorowego




Jest to wiec iloczyn dtugosci jednego z tych wektorow (obojetnie ktdrego) przez sktadowg
drugiego wektora prostopadtg do niego.

Przy pomocy pojecia iloczynu wektorowego definiuje sie rézne wielkosci fizyczne, jak np.
moment pedu, moment sity, a ponadto zapisuje sie szereg praw z mechaniki i
elektrodynamiki.

Rozniczkowanie wektorow

Jezeli wielkos¢ wektorowa jest funkcjg pewnej zmiennej (np. czasu t), wowczas czesto
zachodzi potrzeba obliczenia jej pochodnej po t. Pochodna wektora jest rowniez wektorem,
ktory otrzymuje sie przez przejscie do granicy z przyrostami skonczonymi:

da . 4a

— = lim —

dt 4t—0 At
Pochodna wektora ma na ogot inny kierunek niz wektor rézniczkowany, co pokazana na
nastepnym rysunku. Zgodnosc¢ kierunkow ma miejsce tylko wtedy, gdy wszystkie wektory
a(t) majg ten sam kierunek. Jezeli natomiast wszystkie wektory a(t) majg te samg dtugose,

to da/ dt jest prostopadty do a. Pochodna ta jest r6zna od zera, gdyz zmienia sie kierunek
wektora a.

;da=a(t+4at)-al).



Interpretacja rézniczkowania wektora po czasie
Wspoirzedne wektora

Wektory opisuje sie przez podanie trzech liczb zwanych wspotrzednymi wektora. W
najprostszym przypadku sg to trzy rzuty na trzy wzajemnie prostopadte osie, majgce
wspolny poczatek umieszczony w poczatku wektora. Osie te nazywa sie najczesciej osiami
Ox, Oy, Oz. Zespot tych trzech wspotrzednych wektora czesto utozsamia sie z samym
wektorem piszac np. a =(ay,a,,a,) cho¢ poprawny jest tylko taki zapis, w ktorym wektor a
przedstawia sie w postaci sumy trzech jego sktadowych w kierunkach osi uktadu
wspotrzednych:



_A gdzie wektory i, ik i k sg wektorami jednostkowymi w
kierunkach trzech osi wspotrzednych.

DiugosSC wektora wyraza sie przez jego wspotrzedne w

a, nastepujgcy sposob
k1] f R a=,aZ+aZ+a?.
i AR Y Podstawowe operacje na wektorach, zapisane przy
a, uzyciu wspotrzednych, majg postac
X a-b=a,b, +a,b, +a,b,,
Sktadowe wektora w ukladzie

prostokatnym

T
dxb=la, a, a, :(aybZ —azby)T+(asz —axbz)f+(axby —abe)IZ:

b, by b,

= (aybz _azby’asz _aXbZ’abe _abe)’

da (da, day da,
dt dt " dt ' dt |




Okreslone powyzej wspotrzedne wektora nazywane sg jego wspotrzednymi kartezjanskimi i
sg najbardziej naturalnymi wspotrzednymi wektorowymi. Oprocz nich stosuje sie rowniez
inne trojki liczb do scharakteryzowania wektora.

Najczescie] stosowanymi wspotrzednymi sg:

e wspotrzedne biegunowe na ptaszczyznie,

e wspotrzedne walcowe w przestrzeni trojwymiarowej, oraz
e wspotrzedne sferyczne (takze przestrzenne).

Wspotrzednymi biegunowymi sg: diugos¢ wektora a i kat ¢ jaki on tworzy z dodatnim
kierunkiem osi Ox. Zwigzek miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi (a,,a, ) i biegunowymi
(a, @) jest nastepujacy:

a, =acose  ; a, =asing.

Wspotrzednymi tymi postugujemy sie czesto przy opisie ruchu odbywajgcego sie w jednej
ptaszczyznie.
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P

d

X

Wspolirzedne biegunowe
w ptaszczyznie Oxy

Wspotrzedne walcowe (cylindryczne) to:
dlugos¢ rzutu wektora a na ptaszczyzne
Oxy, kat azymutalny ¢ w ptaszczyznie
Oxy oraz wspotrzedna kartezjanska a,
(rys. 1.11)

2 .2
a, =./ay +ay cosp =adcosy,
ay = . /a; +ay sing = a®©sin g,
a, =4a,.

Wspotrzedne te sg stosowane w
zagadnieniach wykazujgcych symetrie
obrotowg wokot osi Oz.



Wspotrzedne walcowe Wspotrzedne sferyczne

Wspdtrzednymi sferycznymi sg: dtugo$¢ wektora a, kat biegunowy 9 jaki tworzy wektor a z

dodatnig potosig Oz oraz kat azymutalny ¢. Zwigzek ze wspotrzednymi kartezjanskimi jest
nastepujacy:

a, =asingcos ¢,
a, =asingsing,
a, =acosy.

Wspotrzedne te sg wygodne w rozwigzywaniu zagadnien o symetrii sferycznej.



Analiza wektorowa

Jezeli funkcja V(X,y,z) jest okreslona w kazdym punkcie przestrzeni to mowimy, ze funkcja
V(X,y,z) okresla pewne pole skalarne. Funkcja V(x,y,z), ktora przyporzadkowuje kazdemu
punktowi pola pewng wielkos¢ skalarng, nazywa sie funkcjg pola. Typowym przyktadem
takiej funkcji jest potencjat pola elektrostatycznego V(x,y,z). W podobny sposéb mozna
zdefiniowac temperature jako funkcje wspotrzednych T(x,y,z).

Jezeli w kazdym punkcie przestrzeni sg okreslone trzy funkcje A1(X,y,z), Ax(X,y,2) i As(X,Y,2),
to mozna je traktowac jako wspotrzedne wektora:

AlA(x,y,2)Ax(X,y,2)As(x,y,Z)].

Mozna zatem uwazac, ze kazdemu punktowi przestrzeni zostat przyporzgdkowany pewien
wektor A= A(X,y,z). Przestrzen, gdzie w kazdym punkcie zostat zdefiniowany wektor
wedtug okreslonego prawa, nazywamy polem wektorowym. Tak wiec kazdemu punktowi

pola elektrostatycznego mozna przyporzadkowa¢ wektor natezenia pola E, a kazdemu
punktowi pola magnetycznego wektor indukcji magnetycznej B.



Gradient pola skalarnego

Niech funkcja V(x,y,z) okresla pewne pole skalarne. Punkty dla ktorych funkcja ta ma statg
wartos¢ [V(x,y,z) = const] lezg na pewnej powierzchni. Zmieniajgc wartosS¢ const
otrzymujemy rodzine powierzchni, ktore nazywamy powierzchniami ekwipotencjalnymi.

Obliczmy rézniczke dV funkc;Jl V(xyz) przy przejsciu od punktu (X,y,z) okreslonego
wektorem wodzacym F =xi +Vj +zk, do punktu (x+dx,y+dy,z+dz) lezacego na bliskiej,
sgsiedniej powierzchni  ekwipotencjalnej | okreslonego wektorem  wodzgcym
ro=(x+dx)i +(y +dy)j +(z + dz)k. Rézniczka ta jest réwna

dVv =ﬁdx+ﬁdy +ﬁdz.
X % 1774

Rézniczke dV mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu skalarnego wektora

gradV _ Ny +ﬁj+ﬁﬁ
x & &

nazwanego gradientem funkcji skalarnej V(x,y,z) i wektora di =idx + jdy + kdz, gdyz

dv = iqavﬂ?é\/ﬂzﬁ (de+fdy+l2dz):gradv-df.
x & a



X

=)

V+dV
Vv

Gradient pola skalarnego

GradV  jest wektorem  prostopadtym do
powierzchni ekwipotencjalnej i jest skierowany od
powierzchni o potencjale nizszym do powierzchni
o potencjale wyzszym (rys. 1.13). Dtugosc¢
wektora gradV wynosi:

oo () (5] (3] -5




Operator nabla. Dywergencja i rotacja pola wektorowego

Operatorem nazywamy symbol okreslajgcy przepis dziatania matematycznego na jakiejs
wielkosci. Np. symbol d/dx jest operatorem rézniczkowania po zmiennej x. Oznaczony

symbolem V operator

vei+ 2519k,
X K& A
nazywany jest operatorem nabla lub operatorem Hamiltona. Sam operator nie oznacza
zadnej wielkosci, lecz dziatajgc na jakas wielkos¢ (skalar lub wektor) nabiera sensu
wielkosci. Operator nabla ma charakter wektora, dziata wiec na inne wielkosci tak, jak

gdyby byt wektorem.

lloczyn operatora nabla i skalara
0~ 0 Rj’h&? N~ A

VA= ér+—j +— Zi+=j+=k=grad.
x &' a X & a

lloczyn skalarny operatora nabla i wektora

. - . - . . aa
Va = éi-l-éj-l-ék (axi+ayj+azk):aax+ v, B
X & a X &




Sume pochodnych czgstkowych kolejnych wspotrzednych wektora a, wzgledem kolejnych
zmiennych X, y, z, nazywamy dywergencjg wektora a i oznaczamy symbolem diva. Zatem

.. A ﬁa oh
diva =
éy é"z
oraz
Va =diva.

lloczyn wektorowy operatora nabla i wektora

a, \- - (oA .
Vxdz| Bz i+(éax—éazjj+ v B
&y a & X &

Wektor wystepujacy po prawej stronie tej rownosci nazywa sie rotacjg wektora a.

a, \- a, .
rota = | Bz _ P i+(@x—5&zjj _ B g
&y & a & X &

Mnozgc wektorowo operator V przez wektor otrzymujemy jego rotacje

V xa = rota.



lloczyn skalarny dwoch operatoréow nabla

0 ET 2 52 5

VV:VZ:(QT+ZT+— s+t
X & a &2 32 &

Otrzymujemy w ten sposob nowy operator, zwany operatorem Laplace'a lub laplasjanem |
oznaczamy symbolem

2 2 2
_ PP
ox? oy?* a*

Laplasjan ma charakter skalara, a nie wektora jak operator nabla.

A



Twierdzenie Stokesa i twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego

Podstawowe twierdzenia analizy wektorowej, twierdzenie Stokesa mowi, ze dla pola
wektorowego a(x,y,z) catka krzywoliniowa wektora a po obwodzie zamknietym C jest

rowna catce wektora rota po powierzchni ograniczonej przez ten obwdd (rys. 1.14).

§ad§ = j rotads.
C S

Wektor dS o dlugosci rownej diugosci elementu ds jest wektorem stycznym do obwodu |

wskazuje kierunek catkowania po obwodzie. Wektor ds jest prostopadty do powierzchni
ograniczonej obwodem i ma dtugosc¢ rowng polu elementu dS. Zwrot wektora « wskazuje
przesuw $ruby prawoskretnej obracajacej sie zgodnie ze zwrotem wektora ds.

ZA

X
llustracja do twierdzenia Stokesa

Twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego mowi, ze dla

—

pola wektorowego a(X,y,z) catka wektora d po

powierzchni zamknietej S jest réwna catce diva po
objetosci V ograniczonej powierzchnig S.

§a-d§=§div5-dv.
S V

Wektor dS jest prostopadty do powierzchni |
skierowany na zewnatrz powierzchni, element
objetosci dV = dxdydz.



Prawdopodobienstwa. Wartosci srednie

Rachunek prawdopodobienstwa i oparta na nim statystyka matematyczna nalezg do
podstawowych narzedzi wspotczesnej fizyki. Prawie wszystkie prawa opisujgce zachowanie
mikroczgstek formutowane sg w kategoriach prawdopodobienstwa, a nie pewnosci - jak w
fizyce klasycznej. Rachunkiem tym postugujemy sie takze w badaniu wtasciwosci uktadow
ztozonych z bardzo duzej liczby czastek. Jest on takze podstawg rachunku btedow przy
opracowywaniu danych pomiarowych.

W fizyce wystarcza elementarna definicja prawdopodobienstwa P(x) jako graniczna wartosc
stosunku liczby zdarzen (sytuacji) odpowiadajgcych danej wartosci X, do ogolnej liczby
zdarzen (sytuaciji), mozliwych do zaistnienia w okreslonych warunkach. Zmienna losowa x
moze byC dyskretna lub ciggta; odpowiednio do tego mamy dwa rodzaje funkcji P(X).
Dodajmy, ze funkcje okreslajgcg rozktad prawdopodobienstw nazywa sie zwykle funkcjg
rozktadu (prawdopodobienstwa) lub krotko — rozktadem.



/

Przyktad funkcji rozktadu dla zmiennej
losowej ciggtej

Jawna posta¢c funkcji rozktadu zalezy
oczywiscie od konkretnej sytuacji i jej
okreslenie jest czesto gtdwnym celem
rozwigzan problemow fizycznych.

Typowa funkcja rozktadu ma ksztalt dzwonu,
Z wyraznie zaznaczonym maksimum dla
pewnej wartosci X, zmiennej X. Bardzo
wazng charakterystykg takiej krzywej jest
szerokoS¢ 20 tego maksimum. Wiekszej
szerokosci odpowiada wiekszy “rozrzut”
wartosci zmiennej X.

Jezeli wielkos¢ x moze przyjmowac rézne wartosci z prawdopodobienstwem P(x), to nalezy
ja usredniC¢. Sposob usredniania zalezy od charakteru tej wielkosci. Przy dyskretnych
wartosciach tej zmiennej, rownych X4, X5, X3, i.t.d., wartos¢ srednia <x> zmiennej x oblicza

<X>=JZX,-P(XJ-)-

Nietrudno zauwazycC, ze jest to zwykta srednia arytmetyczna. Dla ciggtej zmiennej losowej

sie wedtug reguty:

mamy analogicznie

(x) = [ xP(x)dx,

przy czym catkowanie rozcigga sie na caty przedziat zmiennosci X.



Warto zwrdci¢ uwage na pewng subtelng réznice miedzy rozktadami P(x) wystepujgcymi w
dwoéch  powyzszych definiciach. W  przypadku dyskretnej zmiennej losowej
prawdopodobienstwa P(xj) sg liczbami bezwymiarowymi, natomiast w ostatnim wzorze
wielkoscig bezwymiarowg jest iloczyn P(x)dx. lloczyn ten ma znaczenie
prawdopodobienstwa wystgpienia wartosci zmiennej losowej na odcinku dx wokoét "biezacej”
wartosci x. Samo P(X) ma wiec znaczenie gestosci prawdopodobienstwa, czyli
prawdopodobienstwa odniesionego do jednostkowego przedziatu wokot x.

Srednia warto$¢ (x) jest zwykle zblizona do x_, cho¢ na ogét rézna od niej.

Szczegolnie wazng srednig jest tzw. odchylenie kwadratowe zdefiniowane jako

o= \/<(x—xo)2>.

Liczba ta okresla "szerokos¢” rozktadu (rozmycie centralnego maksimum); w ten sposob

definiuje sie wlasnie wprowadzong wczesniej liczbe o. W rachunku btedow o nazywa sie
btedem srednim kwadratowym; liczby Xj to wyniki kolejnych pomiarow.




