6. Ruch obrotowy

6.1. Ruch obrotowy jednostajny

6.2. Ruch obrotowy jednostajnie zmienny
6.3. Moment bezwtadnosci ciata

6.4. Zasady dynamiki dla ruchu obrotowego




Rodzaje ruchow

W dotychczasowych rozwazaniach traktowaliSmy wszystkie otaczajgce nas ciata jako punkty materialne lub zbiory tych
punktow. Jest to oczywiscie uproszczenie, ktére w dalszych rozwazaniach zastgpimy innym modelem ciata. W modelu tym
rozwazane ciato o masie m dzielimy w mysli na elementy o masach Am tak matych, ze mozna kazdy z tych elementow
traktowac jako punkt materialny.

Wszystkie mozliwe ruchy ciat dzielg sie na trzy rodzaje:
ruch postepowy, ruch obrotowy i ruch ztozony. ruch postgpowy

Ruchem postepowym ciata nazywamy taki ruch, w ktérym dowolna prosta
przeprowadzona przez to ciato przesuwa sie réwnolegle do samej siebie
(wektory predkosci wszystkich punktow ciata s3 w danej chwili jednakowe).

Ruchem obrotowym ciata nazywamy taki ruch, w ktorym wszystkie punkty
ciata poruszajg sie po okregach, ktorych srodki lezg na jednej prostej. Prosta
t3 nazywamy osig obrotu.

Kazdy spotykany ruch jest ruchem postepowym lub obrotowym albo tez jest
ruchem ztozonym z obydwu tych ruchow:

X Kierunek osi obrotu
ruch poruszajgcego sie po jezdni samochodu mozemy opisa¢ ruchem postepowym; jest prostopadty do

ruch obracajgcego sie kota samochodu osadzonego na osi obrotu ,,urzgdzenia do ptaszczyzny rysunku
wywazania kot samochodowych” mozemy opisac¢ ruchem obrotowym;
ruch kota poruszajgcego sie po jezdni samochodu ztozony jest z ruchu obrotowego kota dookota osi i ruchu
postepowego osi kota wzgledem jezdni.

ruch obrotowy




6.1. Ruch obrotowy jednostajny

Ruchem obrotowym ciata nazywamy taki ruch, w ktdrym torami wszystkich punktow ciata
sg okregi wspotsrodkowe, a srodki tych okregow lezg na jednej prostej, zwanga osig obrotu.

» Drogiliniowe S i §1 przebyte w jednakowym odstepie czasu At = t przez punkty A i A4

nie sg jednakowe, ale sg tym wieksze im wieksza jest ich odlegtos¢ r od osi obrotu. B
» Odpowiadajgcy tym drogom kat @ obrotu ciata w czasie t (wyrazony w radianach)
nazywamy drogg katowa. Kat ten jest jednakowy nie tylko dla punktéw A i A4,
ale dla wszystkich punktow ciata biorgcych udziat w ruchu ciata.
s Os obrotu
Stosujgc definicja miary tukowej kata ptaskiego, 8 = = otrzymujemy: T - promien wodzgacy
6 - droga katowa
s=0-r s - droga liniowa
Droga liniowa s dowolnego punktu obracajacego sie ciata jest rowna iloczynowi drogi w - predkoscia katowa
katowej 0 przez odlegtos¢ r punktu od osi obrotu
7/ Jednostka predkosci katowej jest
W= — _ rad 1
L radian na sekunde [T = [;]

Stosunek drogi katowej 0 do czasu t, w ktorym zostata ona przebyta (zakreslona)
nazywamy predkoscig katowg w:

» jezeli w = const to mamy ruch obrotowy jednostajny;
» jezeli w # const to mamy ruch obrotowy zmienny.



Ruch obrotowy jednostajny

Drogi liniowe S i §1 (mierzone w jednostkach dtugosci) przebyte w jednakowym odstepstwie
czasu t przez punkty A i A1 (potozone w réznych odlegtosciach od osi obrotu obracajgcego sie
ciata z predkoscig katowg w = const) nie sg jednakowe, ale sg tym wieksze im wieksza jest
ich odlegtos¢ od osi obrotu.

s=0-r $1 = 0 - ry Kierunek osi obrotu ciata
Droga liniowa S dowolnego punktu obracajgcego sie ciata jest rowna jest prostopadty do
iloczynowi drogi kagtowej @ przez odlegtos¢ r punktu od osi obrotu. ptaszczyzny rysunku
Dowolny punkt ciata poruszajgcego sie ruchem obrotowym jednostajnym posiada > droga katowa 0 okre$la
statg co do wartosci predkos¢ liniowa v potozenie katowe ciata,

» predkosc liniowa punktu ciata
jest wektorem ¥ o kierunku

s 0-r s1 6-rq . .
V=—=—m—=w" 7T V1 = = =wW-*'Tq stycznej do okregu i module
t t t t vV=w-T
» predkosc katowa jest
Czestotliwosc¢ f (katowa) ruchu obrotowego jest to predkos¢ ruchu w W?ktOfem w = CO"_St
obrotowego wyrazajaca ilos¢ petnych obrotéw wykonanych w jednostce  f = — tozsamym z kierunkiem
L o T n 21T osig obrotu ciatai module
czasu. Jednostka czestotliwosci f (predkosci obrotowej ciata) jest H w=0/t
» czestotliwos¢ f ruchu obrotowego
Jezeli ruch obrotowy ciata okreslony jest przez czestotliwos¢ f to jednostajnego ciata

predkos¢ liniowg v punktu ciata oddalonego od osi obrotu po r wynosi: v =2m - f -1 f=w/2n



6.2. Ruch obrotowy jednostajnie zmienny

Ruchy obrotowe zmienne to ruchy ciata w ktorych predkos¢ katowa w ciata nie jest stata.
Sposréd tych ruchdow najczesciej wystepuja ruchy jednostajnie zmienne (np. w czasie rozruchu i hamowania).

W ruchach jednostajnie zmiennych przyrosty predkosci katowej Aw = w — wg sq wprost proporcjonalne do czasu t.

W ruchu jednostajnie zmiennym:
» przyspieszenie katowe £ jest to stosunek przyrostu predkosci katowej w — wqy do czasu t, w ktérym ten przyrost nastgpit

s = W — wWqo Jednostka przyspieszenia kagtowego € jest radian na sekunde do kwadratu Liz]

t Przy$pieszenie kgtowe moze przyjmowaé wartosci: Wstawiajgc do réwnania na przyspieszenie
€ > (0 dlaruchu obrotowego jednostajnie przyspieszonego, liniowe Q= V=7
. .. L t
€ < 0 dlaruchu obrotowego jednostajnie opdZnionego; , . :
wartosci v =wr i Vog=wqy"T
» przyspieszenie liniowe a dowolnego punktu obracajgcego sie ciata otrzymujemy:
Q=57 rowne jest iloczynowi przy,s!c)leszenla | g = OTTWT _ @=wo
katowego & przez odlegtos¢ r punktu od osi obrotu; t t

» predkos¢ katowa w ruchu obrotowego jednostajnie zmiennego; at?

Wychodzimy z réwnania na droge liniowg s = vyt + —
W= wgy+ &t z

: . : . : t2
» droga katowa 6 ruchu obrotowego jednostajnie zmiennego. dzielimy stronami przez r % = % t+ %;
et? i wiedzgc,ze s =0 :r, vg =Wy T,Aa=E"T
0 = wot + —- o e 0= @o -/
2 otrzymujemy: et

0 = wot +—
(1)0+2



Przyktad 6.1. Wrzeciono tokarki wykonuje n = 120 obrotéw/min. Oblicz predkos¢ katowa wrzeciona w oraz predkos¢
obwodowg v watka o srednicy t= 80 mm zamocowanego w tym wrzecionie.
Rozwigzanie:

Wrzeciono wykonujgc n = 120 obrotéw/min, zakresla kat (przebywa droge katowg) 8 = 2nn radiandéw w czasie t = 1 min.

: . : 0 2mn _ 2:3,14-1201 1
Obliczamy predkos¢ katowg wrzeciona: w = T W= e =125 -

Obliczamy predkos¢ obwodowa v watka o srednicy f = 80 mm, czyli promieniur = ; =004m v=w-'T,

v = 12,5%- 008m =05 % Odpowied?: @ = 12,5 % v = 0,5%.

Przyktad 6.2. Wirnik silnika elektrycznego wykonuje n = 1410 obrotéw/min. Po wytaczeniu doptywu pradu do silnika,
wirnik poruszat sie ruchem jednostajnie opdznionym przez czas t = 15 sek. Oblicz ile obrotdw n wykonat wirnik silnika od
chwili wytaczenia pradu do chwili zatrzymania sie wirnika.

Rozwigzanie:
Wirnik silnika wykonujac n = 1410 obrotéw/min, zakresla kat (przebywa droge katowg) 8 = 2nn radiandw w czasie t = 1 min.
Obliczamy predkos¢ katowq wirnika wq przed wytgczeniem pradu wg = g; Wy = ZL = 2mfy stad fp = E = 1:(1)0 23, 5—

2
Korzystamy z rdwnan na droge katowa 0 = wyt + % i predkosc katowg w = wg + €t w ruchu Jednostajnle zmiennym.

27Tf0
t

Uwzgledniajac, ze predkos¢ (katowa) koncowa ruchu (po hamowaniu) @ = 0, otrzymujemy 0 = 2rf, + €t; stad € = —
Znajac wy, € i t obliczamy droge katowa O ( w radianach) jakg pokona wirnik silnika do chwili zatrzymania:

0 = 2nfyt — anot Tfot = anot =27 fo rad. Droga katowa wyrazona w obrotach:

6 t 23515
n:_:fL n =
21 2

= 176,25. Odpowiedz: Wirnik wykonat ponad n = 176 obrotéw.




Moment sity, praca i moc w ruchu obrotowym

Aby spowodowac ruch obrotowy ciata niezbedna jest sita, podobnie jak w ruchu A
postepowym. Z doswiadczenia wiemy jednak, ze nie kazda sita moze wywotac¢ ruch
obrotowy. Aby wprawi¢ na przyktad w ruch koto, ustawionego do goéry kotami roweru,
trzeba podziataé na nie sitg styczng do opony. Sita dziatajgca prostopadle, tzn. w kierunku
osi, nie spowoduje zmian ruchu kota. Przyktad ten wykazuje, ze w ruchu obrotowym
wazna jest nie tylko wartosc sity, ale takze jej kierunek i punkt przytozenia. Kierunek osi obrotu

ciata jest prostopadty

Wprowadzenie ciata w ruch i utrzymanie go w stanie ruchu obrotowego
do ptaszczyzny rysunku

jednostajnego jest zwigzane z wykonaniem w okreslonym czasie t pewnej
pracy W (na pokonanie oporéow tego ruchu).

Zatézmy, ze na obwodzie tarczy obracajgcej sie jednostajnie dookota osi przytozona
jest stata co do wielkosci sitg F, ktora jest prostopadta do promienia r. Jezeli po czasie
t punkt A przytozenia sity F przebedzie droge liniowg s = 0@ - r (od punktu A do P
punktu do punktu B) to: w = - - predkosc katowa.
» praca W (pokonywania oporéw ruchu) wykonana przez site F w czasie t wynosi:

W=F-s lub W=F-0-r=r-F-0=M:-60

6 - droga katowa,
s =60 -r - droga liniowa,

gdzie iloczyn r - F przedstawia moment sity F wzgledem osi obrotu.

Zatem M = r - F - moment obrotowy;
» moc P jest stosunkiem pracy W do czasu t,

. w 0 .
w ktérym ta praca zostata wykonana: P = ~ = alew = ~ Wiec P=M--w



6.3. Moment bezwtadnosci ciata

Zatdzmy, ze tarcza o masie m, ztozona z bardzo duzej ilosci czastek o masach 0s obrotu ciata

mq, m,, ms, ... m;, ..My, tak matych, ze mozna je traktowac jak punkty materialne
obracajgce sie dookota osi przechodzgcej przez jej srodek ciezkosci ze statg predkoscig
katowa w. Energia kinetyczne i-tego elementu wynosi:

p—

mivlz , : _ m; - Tl-z - w?
Eki =— Wiedzac,z2e  v; = w - r; otrzymujemy Ey, = >

Energia kinetyczna E, catej tarczy jest suma energii Ey; jej wszystkich N punktow sktadowych

N N
m; -1 - w?

2
=1

N 2
mi'vi
Bi= ) Bi=) —F =)
i=1 ]
2

i=1 i
Wyt3aczajgc statg wartosc w? dla wszystkich punktéw sktadowych przed znak sumowania

2 N 2 N al

i — © 2 lw i 2 0, m: - rz

Otrzymujemy E; = > m;-r; stad E; = - gdzie I = E m; - rj. Wyrazenie E i Ti
i=1 i:]. i:1

nazywa sie momentem

Energia kinetyczna E;, ciata obracajgcego sie dookota osi przechodzacej przez jego srodek bezwtadnosci wirujacego
ciezkosci rowna jest potowie iloczynu momentu bezwtadnosci tego ciata I wzgledem osi ciata wzgledem osi obrotu.
obrotu przez kwadrat predkosci katowej w. Jednostka I w ukfadzie
Sljest [kg - m?]



Przyktady wyznaczania momentow bezwtadnosci ciat
Dzielgc mase m ciata na okreslong ilos¢ elementéw N mozna za pomocg rachunku Z

elementarnego obliczy¢ moment bezwtadnosci I ciata korzystajac, ze wzoru:

Przyktad 6.3.
Oblicz moment bezwtadnosci I czterech mas roztozonych w formie
,krzyzaka” przedstawionego na rysunku obok.

Rozwigzanie: Ilo$¢ elementow N = 4, wiec

4
I:Z:mi-r,2
i=1

I = mqr{? + myry? + mar3? + myr,?

m;3; = 4 kg
I=2-9kgm?+1-16 kgm? + 4 - 25 kgm? + 3 - 9 kgm? r; =5m
I = 161 kgm? .
m,=1Kkg
OdpowiedZ: Moment bezwtadnosci , krzyzaka” wynosi 161 kgm?. r=4m g v

m,

Wartosci I dla ciat o roznym ksztatcie wokdt wybranych osi obrotu uzyskuje sie pomocg rachunku catkowego.



Ponizej przedstawiono wzory do obliczania momentow bezwtadnosci /
wybranych bryt o duzej symetrii.

Moment Moment

Bryta bezwtadnoéci Bryfa bezwtadnosci

Obrecz - wzgledem osi Walec - wzgledem osi

o 1

I = mR? ‘ I = ZmR>2
2
Kula - wzgledem sSrednicy
2 1
[ == RZ | = — LZ
5" 12"




6.4. Zasady dynamiki dla ruchu obrotowego

Pierwsza zasada Newtona

Zasada bezwfadnosci czyli pierwsza zasada dynamiki Newtona dla ruchu postepowego méwi, ze

jezeli wypadkowa F wszystkich sit ﬁi dziatajgcych na ciato jest réwna zeru to
ciato spoczywa lub porusza sie ruchem jednostajnym postepowym.

Rozszerzajgc zakres pierwszej zasady dynamiki Newtona na ruch obrotowy mozemy powiedziec,
ze jezeli wypadkowy moment M wszystkich momentow sit ﬁ,- wzgledem dowolnej osi obrotu

rowna sie zero to ciato pozostaje w spoczynku lub porusza sie ruchem jednostajnym obrotowym.

W przypadku, os obrotu jest prostopadta do ptaszczyzny dziatania sif, tzn. ze wszystkie momenty
sit majg ten sam kierunek, to mozna uproscic tg zasade do postaci skalarnej, czyli

ze jezeli wypadkowy moment M wszystkich momentow sit M; rdwna sie zero to

ciato pozostaje w spoczynku lub porusza sie ruchem jednostajnym obrotowym.
Istotny jest jedynie znak momentu sity: gdy moment M; powoduje obrot ciata zgodnie z ruchem
wskazowek zegara to ma znak (+), a gdy przeciwnie to ma znak (-).

Jest to konsekwencjg faktu, ze moment sity jest iloczynem wektorowym ramienia i sity:

—

M= 7xF. Zgodnie z regutg prawej dtoni, gdy zmienia sie zwrot wektora sity zmianie
na przeciwny ulega réwniez zwrot momentu sity — stad znak (-).

)9



Przyktad 6.4. Obliczy¢, jaki ciezarek Q nalezy zawiesi¢ na koricu dzwigni zaworu bezpieczenistwa, ktory sie podniesie z chwilg,
gdy parcie pary P na grzybek zaworu wyniesie 180 N. Dzwignie stanowi jednorodny zelazny ptaskownik o masie m, = 3 kg
i dfugosci I, = 0,8 m. Odlegtos¢ osi zaworu od osi dzwigni wynosi I, =15 cm. Do obliczen przyjac¢ g = 10 m/s?.

Rozwigzanie:
Sita ciezkosci dzwigni Q1 = m4 g umiejscowiona jest w srodku ciezkosci .
dzwigni czyli w odlegtosci I3 = %ll = 0,4 m od osi obrotu. I, >
Na dzwignie dziatajg trzy momenty (obrotowe) sit:
M, = +1; - Q pochodzacy od od sity Q ciezkosci ciezarka, L >
M3 = +13 - Q1 pochodzacy od od si’ry_)Q_l> ciezkosci dzwigni Tz
M, = —I, - P pochodzacy od od sity P parcia pary na zawor. ﬂ
\ |
Momenty M; i M3 majg znak (+) bo chcg dokonac obrotu dzwigni { (- m - f I b
w dot zgodnie z ruchem wskazowek zegara, a moment M, ma znak (-) O iél
bo chce dokonac obrotu w gore przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.
Wypadkowy moment sit jest rowny:
3 —
M=) Mi=M{+M,+M3=+l;-Q-1l,-P+13-Q; =0 P Q
stad lelmg Pl Qi _LP-limg 015180-04:3:10 .

L L 0,8

Odpowiedz: Na koricu dzwigni nalezy zawiesic ciezarek Q = 18,75 N o masie m = g = 1,9 kg.



Druga zasada Newtona

Aby spowodowacd ruch obrotowy ciata niezbedny jest niezréwnowazony moment sity.
Niech na punkt materialny A o masie m oddalony od ,wybranej” osi obrotu o r dziata stata
co do wielkosci sita obwodowa F. Moment tej sity M wzgledem tej wybranej osi

obrotu wynosi: M =r - F

Pod wptywem dziatania sity F punkt materialny A o masie m uzyska
przyspieszenie liniowe a zgodnie z drugg zasadg Newtona F =m - a

Podstawiajgc do powyzszego wyrazeniaza a = € - r otrzymujemy F=m-&-r

Mnozgc stronami rownanie F = m - & -r przezrotrzymujemyF-r=m-&g-r-rczyli M=€-m-r

Podobne rozumowanie przeprowadzmy dla ciata o masie m obracajgcego sie wokot osi obrotu.

Zatdozmy, ze ciato o masie m (ztozone z bardzo duzej ilosci czgstek o masach m4, m,, ms, ... m;, ..my, tak matych, ze
mozna je traktowac jak punkty materialne) moze sie obraca¢ dookota osi przechodzacej przez jej srodek ciezkosci.

Aby nada¢ temu ciatu przyspieszenie katowe &, trzeba na nie dziataé N N N
momentem obrotowym M, (réwnym sumie wszystkich momentow M = z M; = z g-m; Ty = Sz m; -}
obrotowych M;, M,, M5, ... M;, ..My, poruszajgcych poszczegdlne elementy ciata) i=1 i=1 i=1

Poniewaz Z?Ll m; - r? = I jest momentem bezwtadnosci ciata wzgledem osi obrotu, wiec otrzymujemy: M =1 - ¢

Przyspieszenie kagtowe & tego ruchu jest wprost proporcjonalne do momentu obrotowego M i odwrotnie £ =

Jezeli na ciato dziata staty moment sity M, to powoduje on ruch obrotowy jednostajnie zmienny. M
proporcjonalny do momentu bezwtadnosci I ciata. I



Przyktad 6.5. Wirnik silnika elektrycznego o mocy P = 10 kW i predkosci obrotowej n = 2800 obr/min posiada moment
bezwtadnosci I = 0,025 kgmz. Oblicz moment obrotowy M oraz czas rozruchu silnika.

Rozwiagzanie:

wW—w(

Z Il zasady dynamiki dla ruchu obrotowego wiemy ze, M = I - €, gdzie € = , a moc P wyraza sie wzoremP =M - w

Wirnik silnika wykonujgc n = 2800 obr/min, zakresla kat (przebywa droge katowg) @ = 2mtn rad czasie t = 1 min

0 2 2 1
Obliczamy predkos$¢ katowa silnika (w ruchu obrotowym jednostajnym) w = " s = % = %;,
Znajac moc P oraz w obliczamy moment obrotowy silnika M = g, M = 1022(.)2‘::(;305 = 34,12 ];S = 34,12 Nm

Znajgc moment obrotowy silnika M oraz jego moment bezwtadnosci I obliczamy przyspieszenie kgtowe &€ jakie ten moment
sity wywotuj € = %

Wiedzgac ze, dzieki temu przyspieszeniu &g, silnik w poszukiwanym przez nam czasie t ,rozpedzit sie” od predkosci poczgtkowe]

L. L . W—w 2min 210,025 kgm? 2800
wo = 0 do znanej juz nam predkosci koncowej w , t = = = S , t=0,2s
& M-t 34,12 Nm 60 s

Odpowiedz: Moment obrotowy wirnika silnika wynosi M = 34,12 Nm, a czas jego rozruchut = 0,2 s.

Dynamika ruchu ciata musi uwzgledniac:

» Rozmiary tego ciata, rozktad przestrzenny jego masy, czyli jego ksztatt, a takze punkt przytozenia sity
wywotujacej ruch wzgledem osi obrotu ciata.

» Moment bezwtadnosci / w ruchu obrotowym spetnia taka sama role jak masa m w ruchu postepowym.

» Moment sity M w ruchu obrotowym jednostajnie zmiennym odgrywa taka role, jak sita F w ruchu
postepowym.



Wielkos¢ fizyczna

Droga

Predkos¢

Przyspieszenie
Predkos¢
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Praca
Moc

Energia kinetyczna

Il zasada Newtona
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V—7
a =
t
vV =7+ at
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S=7v —
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P=F-.-v
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k™
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Dynamika

Porownanie wielkosci ruchu postepowego i obrotowego

Ruch obrotowy

Ruch jednostajny

O=w-t

7}

W =—

t

w — Wy
g:

t
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0" " 2
W=M-86
P=M:-w
. Tw?
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M=1I w

Zaleznos¢

s=0-r
V=w-*T
a=&€-r
V=w-*T
s=0-r
M=r-F
v
r.F._
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